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Abstract: In this paper, a lattice Boltzmann model for the Ginzburg-Landau superfluid flow is proposed. By using 
complex lattice Boltzmann equation and complex Chapman-Enskog expansion, we obtain a series of partial differential 
equations on the complex equilibrium distribution function in the different time scales, and the complex Ginzburg- 
Landau equation with the second-order truncation error. By employing the velocity potential function, we get the kinetic 
equations of the Ginzburg-Landau superfluid flow. 
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摘  要：本文构造了用于模拟 Ginzburg-Landau 超流体流动的格子 Boltzmann 模型。通过给出复格子 Boltzmann

方程，以及应用复 Chapman-Enskog 展开，我们得到了复平衡分布函数满足的不同时间尺度上的系列偏微分方程。

利用这些系列方程，我们得到了具有二阶截断误差的复 Ginzburg-Landau 方程。进一步引入速度势函数，得到了

Ginzburg-Landau 超流体流动的动力学方程。 
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1. 引言 

格子 Boltzmann 方法(LBM)是用于模拟计算流体

动力学的一种很有潜力的数值方法，它的算法简单，

适应于复杂的几何流动边界，尤其是程序代码简单，

容易进行并行处理等方面的优势而备受关注[1-4]。 

LBM 的基本思想是假设格点上的流体是由一些

满足格子 Boltzmann 方程的粒子组成，这些粒子的分

布存在满足一定条件的平衡态，通过调整平衡态分布

函数的形式，给出宏观尺度上的动力学方程，这样，

流体力学的计算转化成格子 Boltzmann 方程的求解。

该算法可以用于不可压缩流动，多相多组分流体[5,6]，

包括颗粒悬浮液[7]，磁流体[8]，反应扩散系统[9]，流体

在多孔介质中的流动[10]，以及可压缩流[11-13]。该方法

也可以用于偏微分方程的求解，狄拉克方程[14]，非线

性薛定谔方程[15]，Pitaevski 方程[16]，以及复 Ginzburg- 

Landau 方程[17]。 

在本文中，我们考虑 Ginzburg-Landau 超流体流

动的格子 Boltzmann 模型。该流动满足的复 Ginzburg-  *资助信息：中国博士后科学基金(编号：2011M500002)项目资助。
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Landau 方程可表示为复变量  , A tx 的偏微分方程 流： 
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在方程(4)中，局部平衡态  ,eq F t x 和复变量  , t x

需要确定。 这里 ,A H 为复变量， 为虚数单位。 i

我们对如下两个问题进行讨论：1) 复 Ginzburg- 

Landau 方程格子 Boltzmann 模型的构造，2) Ginzburg- 

Landau 超流体流动的动力学方程与复 Ginzburg- 

Landau 方程的联系。我们的策略是建立复格子

Boltzmann 方程，由此给出复分布函数的平衡态满足

的矩方程，这样可以恢复到复 Ginzburg-Landau 方程，

再由此方程出发，给出超流体流动的动力学方程。 

本文的结构如下，在下一节中，我们给出了格子

Boltzmann 模型的描述。在第 3 节中，我们给出了超流

体流动方程的推导过程。在第 4 节中给出了几点讨论。 

2. 复格子 Boltzmann 模型 

2.1. 复格子 Boltzmann 方程 

2.2. 不同时间尺度上的系列偏微分方程 

Knudsen 数定义为 k
L



，这里 为平均自由程， 

L为流动的特征长度。在运算过程中，我们选择其与

时间步长 t 相等[17]。这样，在物理尺度上，方程(4)

写成 
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在方程(7)中，我们假设 为 2 阶量[17]，即  , t x 
  2, t k t  x ,x 。             (8) 

在假设小 Knudsen 数的前提下，对实部和虚部分

别应用 Chapman-Enskog 展开，得到 
考虑二维空间的 FHP 网格[15]。我们定义复分布函

数  , F t x 为：位置 ，时刻 t，具有速度x e 的粒子

波函数，其实部和虚部可以看成单粒子分布函数。        0 1 22
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复变量  , A tx 定义如下 
在方程(9)中，  0F 为  ,eqF t x

, 0,nt n 

。讨论不同的时间尺度

它们是 t k 以及 0 1, , ,t t  1,
  , ,A t F
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为了得到稳定的宏观量  ,A tx ，我们假设分布函

数  , 0

n
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k
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  。               (10) 
F t x 具有局部平衡态  ,eq F t x ，即 

   ,eq ,F t A t


 x x 。             (3) 这样，我们得到不同时间尺度上的系列偏微分方

程 

复格子 Boltzmann 方程可以写成如下形式 
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这里 为单松弛时间，复变量 是非碰撞项，

其表示粒子增加引起的分布函数的变化。 

 , t x 
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为了从方程(4)中求得  , 1F t  x e ，迭代过程

分成两个步骤： 

碰撞： 
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进一步，作    11 12 k  ，并对 求和，有 
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方程，其中
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2.3. 复 Ginzburg-Landau 方程的恢复 

2.4. 平衡态分布函数  eqF x t,  

根据方程(3)，(22)和(23)，我们得 
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其中，  2D  是空间维数， 格点的邻近格点数， 6b  
c  e 为粒子运动速度。 

2.5. 模型的截断误差 

对方程做运算        2 311 12 13 14k k k     

并对 求和，有 
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方程(30)中， 为三阶误差项， 为四阶误差项， 2E 3E

2 0E  ，                      (31) 
为了得到复 Ginzburg-Landau 方程，假设平衡态

分布函数  ,eq F t x 满足如下条件 

   

     
   

2
3 2 2 2 2

3 4 2 3 2

2
2 2

3 2 2

22 2
2

2
2

3
3

2

3 1 1

1

2 Re 1

c
E k C C C C

D

bc
b C C b C

D

C
a d A b C A

k

dA A b C A

     3 4A

   


 

 

       
 

      
 


      

       

 

(32) 

 ,eq
jF t e 


 x 0 ，              (22) 

   , ,eq
k j kjF t e e A t  


 x x  。  (23) 

这里 kj 是 Kronecker 符号 ,  是实参数。 

对方程(11)求和，有 尺度上的守恒方程 0t
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这里
2 4

2 4,
j j j j k kx x x x x

 
   

     x
。 

3. 超流体流动方程的恢复 

复 Ginzburg-Landau 方程可以通过引入速度势函

数导出超流体流动方程[15] 

     i ,, , e tA t R t  xx x 。       (33) 

代入方程(25)，并且假设 
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方程两边去掉 ie  ，分开实部和虚部，得 
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则得超流体流动的动力学方程。超流体的压力由下式

给出 
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如果 const  ，那么 constR   ，方程(44)

成为 
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则压力由下式给出 
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根据    2, ,t R t x x ，则 
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因此， 

p
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在 constR  的情况下，方程(36)-(37)给出不可压缩流

动的 Navier-Stokes 方程。 

4. 结论 

在本文中，提出一个用于 Ginzburg-Landau 超流

体流动的格子 Boltzmann 模型。使用的是复格子

Boltzmann 方程和复形式的不同的时间尺度系列偏微

分方程。在二阶的非碰撞项的假设下，恢复了复

Ginzburg-Landau 方程，进一步假设速度存在势函数，

则得到超流体流动的动力学方程。 

最后，需要指出，这种方法的得到的压力具有很

大的灵活性，在一定的假设下，此超流体动力学方程

可以恢复到常规流体的动力学方程。仍然有许多亟待

解决的问题，例如这种流动的等熵性质的研究，数值
,x 。             (42) 
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模拟的探索等，这些问题，我们将在进一步的工作中

体现。 
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