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Abstract: The definition of the element length and the inverse estimate constant of straight-edged quadrilateral element 
with eight nodes for solving incompressible Navier-Stokes equations was proposed, based on this, the stabilization fac- 
tor was readily calculated. The element length was only dependent on the quadrilateral geometry and easy to compute, 
and the largest inverse estimate constant among various quadrilateral was obtained by means of the optimization 
method of genetic algorithm (GA). The numerical solutions of the classical lid-driven cavity flow problem were ob- 
tained for Reynolds number of 20,000 which demonstrated the validity of the element length and the inverse estimate 
constant proposed. 
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摘  要：给出了求解不可压缩 Navier-Stokes 方程的 GLS 平面八节点单元的“单元长度”的定义和相应的逆估计

常数，由此可计算出该单元的 GLS 稳定因子。给出的“单元长度”只依赖单元形状且易于计算；各种形状的直

边四边形单元的逆估计常数的最大值由遗传算法得出。对Reynolds数为 20,000的方腔上盖板流的数值模拟表明，

本文所提出的单元长度和逆估计常数的正确性。 
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1. 引言 

经典Galerkin有限元求解不可压缩Navier-Stokes

方程的主要困难在于压力解的数值不稳定和速度解 

的寄生振荡。前者的原因在于不可压缩条件，解决方

法是对压力和速度采用满足Babuska-Brezzi条件[1,2]的

不等阶插值；后者在高Reynolds数下尤为明显，它源

于经典Galerkin格式对对流项的处理。 
*通讯作者。 为实现不可压缩N-S方程的有限元分析，Brooks
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和Hughes建立了流线迎风Petrov-Galerkin格式(SUPG)

有限元[3]；Franca和Frey利用Galerkin/最小二乘(GLS)

方法建立了不可压缩N-S方程的稳定化有限元格式[4]；

Burda等人为考虑不可压缩条件的最小二乘项，提出

了semi-GLS格式[5]。GLS方法的优点在于，它消除了

对流项引发的数值不稳定性，却又无需引入过大的数

值耗散；而且还绕开了Babuska-Brezzi条件，允许速度

和压力的等阶插值。 

确定合适的稳定因子是GLS方法研究中的一个重

要内容。文献[4]将其表示成逆估计常数和“单元长度”

的形式，而这二者又取决于单元形状和速度插值阶

数。Harari和Hughes给出了具有中节点的直边三角形

和矩形单元的逆估计常数和“单元长度”的定义[6]。

Franca和Madureria通过求解与逆常数估计相对应的广

义特征值问题来计算稳定因子[7]；而Tezduyar和Osawa

提出了由单元矩阵的计算方法[8]。 

本文主要工作是：对中节点均匀分布的平面八节

点直边四边形单元，给出了逆估计常数和对应的“单

元长度”，后者完全依赖于单元形状，且易于计算。

该工作目前尚未见有公开报道。在此基础上，通过模

拟高 Reynolds 数下的方腔上板流，并于 Erturk 等人工

作[9]进行了对比，数值结果验证了本文方法的有效性。 

2. 不可压缩 N-S 方程的 GLS 稳定化 
有限元方法 

2.1. 稳定化的 GLS 列式 

考察在边界为 的空

间域 内的定常不可压缩 N-S 方程 

 ,  g f g f        


2 p     u u u b  in          (1) 

0 u  in                 (2) 

u g  on g                 (3) 

 n f  on f               (4) 

其中  是密度，u是速度， 是动力粘性系数， 是

压力， 是单位体积内的体力， 和 是给定函数，

是

p

b g f

n f 的单位外法线， 是应力张量 

 2p   I ε u                (5) 

其中 是二阶单位张量， 是形变速率张量。 I  ε u

设 和 分别是速度和压力的权函数，则方程

(1)和(2)的 GLS 稳定化有限元格式为[4] 
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δ 是与对应的 形变速率张量，δu  是GLS稳定因子，
2

LSIC  u 是针对不可压缩条件的最小二乘项的稳

定因子。 

2.2. 有限元列式和 Newton-Raphson 迭代 

为简化推导，假设整个求解域 只被划分成一个

单元。将 和 表示成对应单元节点量的插值

函数形式 



,δ , pu u δp

,δ δ , ,δp p   u NU u N U NP NP      (7) 

N 是插值函数矩阵，如前所述，在 GLS 方法中速度

和压力可以采用等阶插值。 

将式(7)代入式(6)，并考虑到 和 的任意性，

导出半离散化的 GLS 稳定化有限元列式： 
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F 是外载荷的等效节点力 

T d
f 

T d   F N b N f         (10) 

为使用 Newton-Raphson 方法求解非线性方程(8)

和(9)，定义切线矩阵如下 
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d和 d的上划线表示未考虑 d LSIC,d  和 对
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线矩阵的贡献。迭代格式如下 
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式(11)~(14)中的各矩阵在二维下的具体形式，见文献

[10]。 

3. 稳定因子 

3.1. 逆估计 

式(6)中的 GLS 稳定因子 给定如下[4]： 

 

1 2
min ,
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  (16) 

Re 是单元 Reynolds 数， 是单元长度， 是由

逆估计不等式所确定逆估计常数 
eh lC

   2 22 d de ee lh C
 

     u  u      (17) 

对逆估计常数的计算可转化为求解如下广义特

征值问题的最大特征值 

   2 2
de e

 
      u v  d 0     (18) 

若 max 是式(18)的最大特征值，则逆估计参数可

按下式给出 

2
maxlC  eh                 (19) 

Harari 和 Hughes[6]给出了一次和二次插值的直边

三角形和四边形单元的逆估计常数和相应的“单元长

度”的定义。但是，对平面分析中最常用的八节点四

边形单元，至今尚未给出 和 的显式表达。 lC eh

3.2. 八节点四边形单元的逆估计常数 

本文的思路是先“猜测”一种单元长度的定义，

然后求解式(18)的最大特征值 max ，再根据式(19)确定

出逆估计常数 。对于八节点的矩形单元，给出其单

元长度的定义 
lC

Diag2eh A L              (20) 

其中 是矩形的对角线长度。此时， 是矩形对角

线夹角

DiagL lC

  (表示矩形的长宽比)的函数，见图 1。 

由图 1 可知，对对角线夹角为 41˚的矩形，

25.5lC  是矩形单元满足式(17)的最小上界，即式(17)

取等号，对其他矩形而言则是对式(17)的保守估计。

特别地，对正方形单元，单元长度即为正方形边长，

对应的 270 11lC  。 

由于直边四边形可视为由矩形通过适当“变形”

而得到，因此，对中节点均匀分布的八节点直边四边

形单元，建立其单元长度的思路，就是对式(20)进行

适当的修正。对如图 2，经反复试算，给出单元长度

的定义如下： 
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 2 2
Diag 1 20.5L L  L

6

是四边形对角线的几何平 

均 ， 1 2 3 4 5, ,L L L L L L  

6L

。 若 和1 2 3,L L L L  4

5L  同时成立，则式(21)蜕化为式(20)。 
 

 

Figure 1. Cl of various rectangular 
图 1. 不同形状的矩形的逆估计常数 Cl 
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Figure 2. Straight-edged quadrilateral element with eight nodes 
图 2. 任意形状的八节点直边四边形单元 

 

该单元的逆估计常数 应选择一个足够的大数，

以使各种形状的四边形都满足逆估计不等式(17)。即，

确定 转化为如下的优化问题 

lC

lC

2
max

3 4 5 6
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Subject to 0 , , , 1000,0 180

l eC h
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  (22) 

采用遗传算法求解式(22)所示的优化问题。种群

大小为 200，表达各优化变量的基因长度设定为 32，

选择操作为轮盘赌，交叉概率和变异概率分别为 0.6

和 0.005。进化过程表明，进化 200 代后 已接近其

最大值。此时 以概率方式收敛于 ，对应于

和 。因此，取中节点均匀分布

的八节点直边四边形单元，取 

lC

25.5lC

6L3 4 5L L L   41  

25.5lC                   (23) 

基于式(21)和式(23)给出的 和 ，对图 2 所示

的中节点均匀分布的八节点直边四边形单元，采用面

向对象的有限元构架[11-13]完成了程序实现，其中，速

度和压力采用等阶插值，数值积分为 3 × 3 的高斯积

分。为求解式(15)中具有稀疏、非对称的系数矩阵的

线性方程组，采用了分布式并行求解器 SuperLU_ 

DIST 4.1。 

eh lC

4. 数值算例 

上盖板驱动流通常用于检验求解不可压缩N-S方

程的数值算法的有效性。求解区域为一正方形，在上

边界指定单位水平速度，其他边界指定零速度边界条

件。该问题的困难主要在于：在方腔角落存在速度急

剧变化的回流区，且上角处压力呈现奇异性。Reynolds

数定义为运动粘性系数的倒数。本文将 Reynolds 数

20000下的结果和Erturk等人在 600 × 600网格下得到

的有限差分解[9]进行比较。 

为验证本文给出的 和 的有效性，计算中采用

了三种不同的网格：20 × 20 和 80 × 80 的非均匀网格

(见图 3)以及 20 × 20 的均匀网格。 

eh lC

图 4 是竖直中线上的水平速度分布和水平中线上

的竖向速度分布。显然，即便在 20 × 20 的粗网格上，

在方腔内部本文解也与 Erturk 等人结果吻合得非常

好。但是，要捕获在边界附近区域的速度的急剧变化，

需要更精细的网格。图 4 同时也显示均匀网格比非均

匀网格能得出更精确的结果。图 5 是在粗网格和细网

格上得出的流线图和压力等值线，压力等值线也清楚

的显示出上角处的压力奇异性。数值结果与文献[10] 
 

 
(a) 20 × 20 

 
(b) 80 × 80 

Figure 3. nonuniform mesh 
图3. 非均匀网格 
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Figure 4. Left: Horzitonal velocity profile along the vertical central line; Right: vertical velocity profile along the horizontal central line 
图 4. 竖直中线(左)和水平中线(右)上的速度分布 

 

  
(a) 20×20 

  
(b) 80×80 

Figure 5. Streamlines (left) and pressure contours (right) obtained on nonuniform 20 × 20 (a) and 80 × 80 (b) mesh 
图 5. 非均匀网格得出的方腔中的流线图(左)和压力等值线 
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中使用平面六节点三角形单元在均匀的 80 × 80 网格

上得到的结果完全吻合，这也表明，对平面八节点直

边四边形单元，本文提出的单元长度定义和逆估计常

数的正确性。 

5. 结论 

对于求解不可压缩 Navier-Stokes 方程的 GLS 有

限元方法，本文研究了中节点均匀分布的平面八节点

直边四边形单元，得到了如下结果： 

1) 给出了中节点均匀分布的八节点直边四边形

的单元长度的定义，即式(21)，该公式只依赖单元形

状且易于计算。 

2) 将逆估计常数 的确定转化为一优化问题，

优化变量为直边四边形的几何形状，并通过遗传算法

最终确定 的保守估计为 25.5。 

lC

lC

3) 对 Reynolds 数为 20,000 的方腔上盖板流的数

值模拟表明，无论是均匀还是非均匀网格，本文的数

值结果与 Erturk 等人在 600 × 600 网格下得到的有限

差分解[9]都非常吻合，这表明了本文所提出的单元长

度和逆估计常数的正确性。 
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