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Abstract: In this paper, the flexural strength of plain concrete beams subjected to three-point bending was numerically 
studied using the finite element program DIANA. Instead of using a discrete crack model, a smeared crack model is 
adopted in the numerical simulation. A non-linear tension softening curve was used to model the gradually diminishing 
tensile strength of concrete upon further crack opening. The factors influencing the flexural strength of plain concrete 
beams considered in this paper are the concrete strength grade and the beam depth. These two factors can be combined 
into one material parameter and the brittleness index. A relationship between the ratio of flexural strength to the tensile 
strength and the brittleness index was proposed based on the numerical results. 
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摘  要：本文用有限元数值模拟的方法研究了混凝土的断裂模量，建立了断裂模量与试件尺寸以及混凝土强度

等级的关系。数值试件采用了不同尺寸的三点弯曲混凝土简支梁。在数值模拟中采用弥散裂缝模型模拟混凝土

开裂，用非线性拉应力与开裂应变软化曲线模拟混凝土裂缝的进一步扩展。数值试验中考虑影响混凝土断裂模

量的因素为混凝土强度等级和梁的高度，最后在数值结果的基础上建立了混凝土断裂模量与脆性指标之间的关

系。 
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1. 引言 

混凝土断裂模量(modulus of rupture)是路面、机场

跑道等方面设计的一个重要材料参数。由于水泥基复

合材料的直接拉伸强度较难测定，如能通过数值模拟

方法建立其弯曲强度和拉伸强度的关系，就可以通过 

简单易行的弯曲试验得出水泥基复合材料的直接拉

伸强度。一般认为水泥基复合材料的弯曲强度比它的

单轴拉伸强度更大，且依赖于试件尺寸。早先尺寸效

应在混凝土结构失效上的解释用的是 Weibull 的统计

理论[1]。后来 Bazant 用非线性断裂力学系统地研究了

混凝土的尺寸效应[2]。断裂力学应用于混凝土材料主 *基金项目：湖北省住房与城乡建设厅资助。 
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要归功于 Hillerborg 提出的虚拟裂缝模型[3]和 Bazant

提出的弥散裂缝模型[4]。Rokogo 基于虚拟裂缝模型建

立了混凝土断裂模量的尺寸效应关系[5]。本文采用有

限元软件 DIANA 数值研究三点弯曲混凝土简支梁的

弯曲强度，在数值模拟中采用弥散裂缝模型，用非线

性拉应力软化曲线模拟混凝土裂缝中逐渐降低的拉

应力。文中考虑影响混凝土梁弯曲强度的因素是混凝

土强度等级和梁的高度，这两个因素能被统一成混凝

土材料的脆性指标。最后在数值结果的基础上建立了

混凝土断裂模量与脆性指标之间的关系。 

2. 数值模拟 

数值模拟试件三点弯曲梁几何尺寸如图 1 所示，

梁宽 100 mm，高度在 50 mm 和 400 mm 之间变化，

梁跨度与高度的比值等于 4。在有限元分析中，所有

梁都采用 400 个有限元软件 DIANA 提供的 8 节点四

边形等参单元离散[6]。梁受拉区采用非线性的弥散裂

缝模型，受压区采用线弹性应力–应变关系。梁的网

格划分如图 2 所示。 

3. 弥散裂纹模型 

已有研究表明，弥散裂缝模型中拉应力与开裂应

变曲线的形状影响梁的弯曲强度。DIANA 有限元软

件提供了四种形式的拉应力与开裂应变关系。本文采

用以下的拉应力与开裂应变关系[7](图 3)。 
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Figure 1. Beam dimensions 
图 1. 梁尺寸 

 

 

Figure 2. Beam mesh 
图 2. 梁网格划分 

该拉应力与开裂应变关系是对线性的拉应力与

开裂应变关系的修正，参数 取值 0.31，极限开裂应

变为 

c
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式中 FG 为混凝土断裂能；h 是裂缝带的宽度，由 A

确定，A 是单元的面积。由于极限开裂应变与单元尺

寸有关，所以计算结果与有限元网络划分的单元尺寸

无关。 

数值模拟中材料参数取值根据 CEB-FIP(1999)推

荐的经验公式[8]： 
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式中 和c FE G f， ， cmf 分别为混凝土弹性模量、断裂

能、抗拉强度和抗压强度。 

4. 断裂模量与脆性指标关系 

典型的梁跨中荷载与中点挠度曲线如图 4 所示。

不同尺寸和混凝土强度梁的数值计算结果如表 1 所 
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Figure 3. Non-linear tension softening model 
图 3. 非线性拉应力与开裂应变关系 

 

 

Figure 4. Load/mid-point deflexion curve 
图 4. 荷载与中点挠度曲线  
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Table 1. FEM results 
表 1. 有限元计算结果 

梁高度
D/mm 

抗压强度

cmf /Mpa
 

拉伸强度

tf /Mpa
 

杨氏模

/Mpa E

断裂能

/N/m
 FG

特征长度
2

ch F tl EG f /mm

脆性指数

chB D l  
断裂模量

bf /Mpa b tf f   

50 

20 
40 
60 
80 

1.58 
3.04 
4.20 
5.22 

27.0 
34.1 
39.1 
43.0 

48.7 
79.1 
105.0 
129.0 

527 
292 
233 
204 

0.095 
0.170 
0.215 
0.245 

2.610 
4.625 
6.167 
7.510 

1.62 
1.52 
1.47 
1.44 

100 

20 
40 
60 
80 

1.58 
3.04 
4.20 
5.22 

27.0 
34.1 
39.1 
43.0 

48.7 
79.1 
105.0 
129.0 

527 
292 
233 
204 

0.19 
0.34 
0.43 
0.49 

2.363 
4.161 
5.555 
6.768 

1.50 
1.39 
1.32 
1.30 

200 

20 
40 
60 
80 

1.58 
3.04 
4.20 
5.22 

27.0 
34.1 
39.1 
43.0 

48.7 
79.1 
105.0 
129.0 

527 
292 
233 
204 

0.38 
0.68 
0.86 
0.96 

2.121 
3.723 
4.980 
6.060 

1.34 
1.22 
1.19 
1.16 

400 

20 
40 
60 
80 

1.58 
3.04 
4.20 
5.22 

27.0 
34.1 
39.1 
43.0 

48.7 
79.1 
105.0 
129.0 

527 
292 
233 
204 

0.76 
1.36 
1.72 
1.92 

1.910 
3.360 
4.635 
5.760 

1.21 
1.11 
1.10 
1.10 

 

示。 强度等级有关，这两个因素可统一为混凝土的脆性指

标。 数值计算结果表明，混凝土断裂模量不仅与混凝

土强度等级有关，还与梁的尺寸有关。Bazant 指出，

这两个因素可统一为混凝土的脆性指标[2]。脆性指标

反映了混凝土材料的脆性程度，其值与混凝土材料或

结构的特征尺寸成正比，与混凝土材料的断裂过程区

尺寸成反比。根据数值模拟结果，混凝土弯曲强度与

抗拉强度的比值与混凝土脆性指标的关系可表示为

(图 5)。 

2) 根据数值模拟结果，混凝土弯曲强度与抗拉

强度的比值与混凝土脆性指标的倒数可用双线性关

系表示。 
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Figure 5. The relationship between the ratio of flexural strength to 
the tensile strength and the brittleness index 

 

图 5. 混凝土弯曲强度与抗拉强度比值与混凝土脆性指标关系   


