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Abstract 
Gauss principle of least constraints provides a new modeling method for dynamics of multibody 
systems, which changes dynamical problem of mainly solving differential-algebra equation into 
the frame of solving minimum. The problem of the mass singular matrix is the difficulty in tradi-
tional dynamics of multibody systems. We start with new modeling method for solving the singu-
lar problems. By introducing the generalized inverse, the Gauss principle of least constraints for 
matrix singular matrix and solving strategies for optimization method are established. In the ex-
ample, the optimization and the Lagrange equation of the first kind are used to model and calcu-
late. The example validates the optimization method for this kind of singular problems. 

 
Keywords 
Mass Matrix, Singular Problem, Multibody, Gauss Principle of Least Constraints 

 
 

基于高斯最小拘束原理的广义质量矩阵奇异性

问题研究 

杨流松，姚文莉 

青岛理工大学理学院，山东 青岛  
 

 
收稿日期：2017年3月10日；录用日期：2017年3月24日；发布日期：2017年3月30日 

 
 

 
摘  要 

高斯最小拘束原理为含约束的多体系统动力学提供了一种新的建模思路：将以求解微分代数方程为主的
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动力学问题引入到求函数最小值的优化问题的框架中。质量矩阵奇异性问题是在常规多体系统动力学求

解框架下经常遇到的难点问题。本文从建模方式出发研究了经典动力学框架下的难点问题，通过引入广

义逆，建立了广义质量矩阵奇异情形下的高斯最小拘束原理，研究了针对奇异性问题的优化方法的数值

求解策略。算例中分别采用了优化方法及第一类拉格朗日方程进行了建模及数值模拟。算例表明了文中

方法在解决该类奇异性问题时的有效性。 
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1. 引言 

多体系统动力学为武器、航空、航天、车辆、机器人、精密机械等多个工程机械系统的动态性能评

价和优化设计提供了强有力的工具[1]。在对多体运动系统进行建模时，由于选择的广义坐标的相关性，

系统的广义质量矩阵往往容易发生奇异，虽然在经典的无约束动力学系统中，奇异质量矩阵并不常见，

但奇异质量矩阵常常出现在一些受到约束的复杂多体系统之中。当系统的广义坐标数目超过了系统所需

要的最小值，系统的质量矩阵最容易出现奇异。一般来说，系统模型的灵活性越大，奇异质量矩阵出现

的可能性就越大[2]。 
另外，在对多体系统进行编程自动化的过程中引入冗余约束几乎是不可避免的, 而且如果系统存有

奇异构型，系统的自由度可能会随系统的运动而发生变化，从而导致冗余约束的产生。总之，在独立约

束的前提下来解决多体系统动力学问题很难实现。对于存在冗余约束的多体系统，需要剔除约束方程中

的多余约束保证约束方程的独立性[3]。判断约束独立性的方法有很多，其中，增广拉格朗日公式声称可

以解决多体系统中的冗余等奇异问题[4]。 
但是包括增广拉格朗日公式在内的一些数值方法都不能解决具有奇异构型的多体动力学问题。这些

方法之所以失效，就是因为系统运动到接近奇异构型的位置时，系统的广义质量矩阵就会发生奇异，约

束方程违约增大，从而导致了加速度的突变。 
因此，质量奇异矩阵问题在复杂多体系统动力学的研究中是不可忽略的问题，但对于该问题的研究

并不多见，其中 F.E. Udwadia 及 R.E. Kalaba 提出的显式方程可用于质量奇异矩阵的情形[1]，但该方程在

应用到非理想多体系统时会存在问题，所以其有效性还有待商榷[5]。 
基于高斯最小拘束原理来研究刚体系统的动力学问题的优化方法，可以将动力学问题通过寻找函数

极值的变分方法直接得出运动规律，而无需建立运动微分方程[6]。本文采用广义坐标形式的高斯最小拘

束原理来研究经典情况下的难点奇异性问题，通过引入广义逆，建立了广义质量矩阵奇异情形下的高斯

最小拘束原理，研究了针对奇异性问题的优化方法的数值求解策略。并将数值模拟结果同经典的拉格朗

日方程方法进行对比分析，旨在从建模方式出发，研究解决经典动力学框架下的难点问题的方法。 

2. 广义坐标形式的高斯最小拘束原理 

建立多体系统动力学模型时通常需要采用笛卡尔广义坐标或铰链坐标的形式，若采用质点笛卡尔形
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式的高斯拘束[6]来建立多体系统动力学的优化模型会比较繁琐，下面将引入广义坐标形式的高斯最小拘

束原理。 
研究受约束的系统，其广义坐标可表达为 1 2, , , nq q q ，此组广义坐标可以是不独立的。 
系统动能的表达式为： 

2 1 0 0
1 1 1

1
2

n n n

ks s k s s
s k s

T T T T M q q B q T
= = =

= + + = + +∑∑ ∑    

其中 2T ， 1T ， 0T 分别为广义速度的二次项,一次项和零次项；为系数矩阵，M 为系统的广义质量矩阵。 
可据此定义下列矩阵： 

[ ]ks n n
M

×
=M ， [ ] [ ] [ ]T T T

1 1 1, ,n n nq q q q q q= = =    
  q q q  

2.1. 广义质量矩阵矩阵 A 为非奇异的情形[7] 

此时高斯最小拘束可以取为： 

( ) ( )T -11
2

G = + − + − Mq g Q M Mq g Q                               (1) 

即在时刻 t ， q ，q固定的情况下，在所有满足约束的可能运动中，实际运动所对应的高斯最小拘束

最小。 
在上述高斯拘束 G 中，Q 为广义坐标所对应的广义力矩阵，g 为含广义坐标及广义速度的矩阵。即 

[ ]T1 nQ Q= Q ，
1

N
i

i
i s
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F

q=

∂
= ⋅

∂∑sQ ， ( ) [ ]T1, , nqq t g g=
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g k m s q q q q

q q t q t= = = =
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而 [ ] 1, ;
2

ks ms km

m k s

M M M
k m s

q q q
 ∂ ∂ ∂

= + − ∂ ∂ ∂ 
为系数矩阵 [ ]ks n n

M
×

=M 的第一类 Christoffel 符号。 

2.2. 广义质量矩阵为奇异矩阵的情形 

在对多刚体系统进行动力学建模时，由于选择的广义坐标的相关性，系统的广义质量矩阵 M 往往容

易发生奇异，若 M 是奇异方阵，我们引入 M 的广义逆 +M 来代替 1−M  [8]，则此种情形下的高斯拘束可

以写作： 

( ) ( )TminG + = − + − +  Mq g Q M Mq g Q                             (2) 

即在时刻 t , q , q固定的情况下，在所有满足约束的可能运动中，实际运动所对应的高斯最小拘束最

小。 

2.3. 讨论 

1) 在上述定理(1)及(2)中，广义加速度并未要求是独立的，它的适用性很广，对完整系统、非完整系

统及单、双边约束都是成立的； 
2) 这样多体系统动力学问题可以基于上述高斯最小拘束原理转化为有约束或无约束的求最小值的

优化问题； 
3) 方程(1)及方程(2)可分别用于质量非奇异矩阵的优化形式的动力学建模； 



杨流松，姚文莉 
 

 
59 

3. 基于高斯最小拘束原理的数值求解策略 

对于含约束的上述形式的高斯最小拘束原理，根据函数求极值的必要条件，可由上式推导出微分代

数方程组的形式，该形式与第一类拉格朗日方程得到的微分代数方程组等价，本文不采用微分代数方程

组的求解，而是直接采用有约束或无约束的优化的方法来解决。其目标函数为关于广义加速度的二次非

线性函数，本文选用智能优化算法来求解。具体求解步骤如框图 1 所示。首先对系统用高斯最小拘束原

理建模，之后对系统的广义质量矩阵进行判断，看其是否奇异，分别用(1)式和(2)式建模。在对系统进行

数值模拟时，采用智能优化算法——遗传算法借助 MATLAB 对系统的运动规律进行仿真。 

4. 算例 

算例的几何描述如下图 2 所示，多体系统由 1、2、3 杆组成，可在铅锤平面内运动，1 杆的受到

450 N mψ = ⋅ 的初始力矩，初始位置 1 2 π 3θ θ= = ， 3 2π 3θ = 。系统参数如表 1。 
该平面四连杆系统是单自由度系统，多体系统自动建模时往往采用铰链法，如取 1 2 3θ θ θ， ， 为系统

的广义坐标，因此会出现多余的广义坐标。 
由图示中所给参数可以看出，系统的几何构型为平行四边形，得到如下约束条件： 

1 2

1 3

sin sin
0

π
l lθ θ
θ θ

− 
= = + − 

Φ                                    (3) 

则系统的动能表达式可得到系统的广义质量矩阵 M。 
 

 
Figure 1. The block diagram of the numerical solution of the singular mass matrix 
图 1. 质量奇异矩阵的优化数值求解框图 



杨流松，姚文莉 
 

 
60 

 
Figure 2. The plane four-bar linkage 
图 2. 平面四连杆的机构参数 

 
Table 1. Mechanical parameters of planar four link 
表 1. 平面四连杆的机构参数 

杆件 质量(kg) 长度(m) 转动惯量(kg∙m2) 

1 12 2 4 

2 12 2 4 

3 12 2 4 

 
2

2

4 0 0
3

0 0
3

0 0 0

ml

ml

 
 
 
 

=  
 
 
 
 

M ，此质量矩阵为奇异方阵，需要采用广义逆来替代通常意义的逆矩阵，

1

2

3 cos
2

cos
0

mgl

mgl

θ
ψ

θ

 − 
 

= − 
 
 
 

Q ，为系统的广义力矩阵。 

4.1. 采用第一类拉格朗日方程建模 

( ) ( )T, , , ,q q t q q t λ= + M q Q Φ                                  (4) 

将(3)式微分两次后与(4)联立，且也需要引入相应的广义逆矩阵，可以求得相应的广义加速度及拉格

朗日乘子，通过积分得到下个时间积分步的广义坐标及广义速度。用 MATLAB 进行数值仿真可以得到 1
杆 y 方向的位移曲线。 

4.2. 优化方法处理 

确定高斯拘束(2)，采用图 1 框图所示的计算步骤进行计算，用 MATLAB 处理后的结果如下图所示。 

4.3. 讨论 

为了讨论两种方法在解决广义质量矩阵问题方面的优劣，对两种结果做如下处理， 1 1error y y′= − ， 
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其中，分别为两种不同建模方法所得到的 1 杆质心沿 y 轴的运动曲线函数。图 5 为两种方法中对于杆 1 质

心在 y 方向的差值图。图 3 和图 4 是针对系统质量矩阵奇异情况下分别采用第一类拉格朗日方程及高斯最

小拘束原理对 1 杆质心在 y 方向的运动轨迹分析图，从图 5 可以看出两种方法的误差曲线的数量级为，可

以认为两种方法是等效的，但因采用优化方法建立的模型不需要引入拉格朗日乘子，因此计算效率更高。 
 

 
Figure 3. The motion curve of the 1 rod centroid in y direction 
图 3. 1 杆 y 方向的运动曲线 
 

 
Figure 4. The motion curve of the 1 rod centroid in y direction 
图 4. 1 杆质心 y 方向运动曲线 
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Figure 5. The difference of two methods in y direction 
图 5. 两种方法在 y 方向的差值图 

5. 结论 

质量矩阵奇异是在多体系统动力学在自动建模中经常遇到的难点问题，本文从建模方式出发，通过

引入广义逆矩阵，将该类问题从通常的求解微分代数方程转变为采用求函数极值的优化问题，并建立了

求解该问题的数值求解方案，算例表明文中给出的方法可以解决质量矩阵的奇异性问题，同时因为运算

过程中无需引入拉格朗日乘子，从而使其具有更高的计算效率。 
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