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摘  要 

基于记忆依赖微分理论，研究了半无限大薄板在热及化学冲击作用下的动态响应。文中给出考虑尺度效

应及记忆依赖效应的半无限大薄板广义热弹性控制方程，通过拉普拉斯积分变换及其数值反变换对控制

方程进行了求解，得到了热及化学冲击作用下的半无限大薄板中，非局部参数、热传导时间迟滞因子和

扩散时间迟滞因子对温度、应力、位移、浓度和化学势的影响。结果表明：非局部参数对温度、浓度和

化学势几乎没有影响；体现记忆效应的核函数选取对各个物理量都有不同程度的影响。 
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Abstract 
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subjected to thermal and chemical shocks is studied. In this paper, the generalized thermoelastic 
governing equation of semi-infinite thin plate considering the scale effect and memory dependent 
effect is given. The governing equation is solved by the Laplace integral transform and its numeri-
cal inverse transform. The equations of semi-infinite thin plate under thermal and chemical shock 
are obtained. Influence of non-local parameters, heat conduction time hysteresis factor and diffu-
sion time hysteresis factor on temperature, stress, displacement, concentration and chemical po-
tential. The results show that the non-local parameters have little effect on temperature, concen-
tration and chemical potential. Kernel function selection which embodies memory effect has dif-
ferent influences on each physical quantity. 
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1. 引言 

在经典的傅里叶热传导定律中，热在介质中的传播速度是无限大的，因此也可以把导热看作热扩散，

它的热流量与温度成正比关系。但是随着科学技术的不断发展，经典的傅里叶热传导理论也有了一定局

限性。如超高温传热、超低温传热及微尺度条件传热等非常规的热传导极端条件，因为传热的速度有限

并且因为材料内部有一些区域不受该传热热波的影响，导致在传热过程中出现了热弛豫时间。而弛豫现

象导致在传热过程中无法满足傅里叶热传导定律速度无限大的条件，因此经典的热传导定律无法再满足。

为了在实际生产中解决这一问题，人们开始了对于非傅里叶热传导效应的研究，为了研究这些非常规的

热传导过程，科研工作者们提出了一系列的非傅里叶热传导理论模型。Lord 和 Shulman [1]建立了 L-S 模

型的广义热弹扩散理论，该理论考虑了温度与应变率的耦合效应，得到了双曲型的耦合方程，它消除了

传统的热弹性耦合理论固有的无限传播速度与实验结果的悖论；Green-Lindsay [2]建立了 G-L 广义热弹性

理论。在此基础之上，Youssef [3]提出了双温度广义热弹性理论，引入了两种不同的温度，即传导温度和

热力学温度，得到了均匀各向同性双温广义线性热弹性方程组的唯一性定理；1995 年的 Tzou [4]提出了

双相滞后广义热弹性理论，它在热通量向量和温度梯度之间建立一个通用的方程，以耦合扩散、波和电

磁的基本行为，该模型从双相滞后概念中概括为高速响应中的滞后行为。 
Qi and Suh [5]在 2010 年提出了广义热弹动力学理论，是一种适用于超快激光脉冲激励下硅薄膜结构

热力耦合响应研究的广义热弹动力学公式；Kuang [6]提出了惯性熵热弹性理论，提出的非线性介电通用

热力学变异原理，将其延伸至热电，作为热电通化动力学理论的基本物理原理。Wang 和 Zhang [7]提出

了热质量热弹性理论，他从经典热传导定律出发，热质量被定义为电介质中声子气体的等效质量并考虑

了惯性效应，推导并给出了各向异性非均匀材料和各向同性均匀材料的计算公式，证明了各向同性均质

材料方程组的唯一性定理。与其它广义热弹性理论相比，基于热质量运动的理论更能合理地预测微尺度

热传导条件下热弹性波的传播。 
最近几年，分数阶微积分理论[8]及其工程应用[9]已经成为科研工作者关注的热点，同时分数阶理论

也越来越多地应用到粘弹性[10]和热传导[11]等领域。因为分数阶微积分的特点是可以刻画复杂现象或材
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料中的记忆性和非局部性等，因此在广义热弹性理论[3] [12]方面，各种不同的分数阶广义热弹性理论被

提出。 
Sherief [13]等利用分数阶微积分的方法推导出一个新的热弹性理论，即耦合热弹性理论和具有一个

弛豫时间的广义热弹性理论作为极限情况，该理论允许热波以有限的速度传播，他是在 L-S 理论的基础

上加入 Caputo 型分数阶导数；Sherief 和 Saleh [14]考虑了渗透物质接触的边界平面下热弹性半空间的问

题，广义热弹性扩散理论与一个松弛时间，并利用基于拉普拉斯反变换的方法，数值求解了物理域中的

问题，得到了温度、位移、应力、浓度和化学势；马永斌等[15]分数阶广义热弹性理论的基础上，对球型

空腔的无限大体受热冲击时的动态响应做了研究；何天虎等[16]在 Sherief 分数阶热弹性理论基础上对无

限长圆柱导体模型的动态响应问题进行了研究。 
Caputo 分数阶微分具有描述系统或物理过程的瞬时变化率受过去情形的影响的优点，但是不能很好

地反映出当时间 t 比较大时的记忆影响。因此，Wang 和 Li [17]创造性地提出了“记忆依赖微分”这一概

念，它的优点在于可以选取不同的核函数来反映不同的记忆影响；Ezzat [18]等提出了一种基于泰勒级数

展开的弹性热扩散数学模型，根据数值结果建立了记忆依赖微分的影响；李妍[19]基于记忆依赖微分的广

义热弹扩散问题的动态响应问题做了研究。 
虽然在广义扩散理论中引入的记忆依赖微分具有运算更加便利，能更加灵活的体现出材料特性的优

点。但是当研究一些微尺寸结构，例如研究对象为一个厚度非常薄的平板时，对广义热弹理论的适用性

出现了不适用性。为了解决这一类问题，Eringen [20]提出了非局部理论，但因为非局部算子作用会导致

微分–积分型控制方程，不便于求解。Eringen [21]将其简化并引入新的核函数将本构方程改写为微分形

式便于更好的计算和研究。 
本文在记忆依赖微分的广义热弹性理论基础之上，研究了非局部效应对无限大平面薄板动态响应的

影响，并研究了选取不同核函数时对各个物理量的影响，获得了该模型的温度、化学势、位移、应力、

浓度等受记忆依赖微分和非局部效应影响时的分布规律。 

2. 基本方程 

本文建立了一个均匀的各向同性的半无限大薄板，边界受到了化学势 P 的影响，边界面应力自由，

0x ≥ 。在研究问题时，可将问题转化为一维问题，仅与坐标 x 有关。该模型的基本方程为： 
运动方程 

,ij j iuσ ρ=                                         (1) 

几何方程 

( ), ,
1
2ij i j j ie u u= +                                     (2) 

本构方程 

[ ], 0 1 22 , , 1, 2,3ij i j kk ije e r r P i jσ µ τ θ δ= + − − =                      (3) 

在上述方程中， ijσ 是应力张量， ije 是应变张量， iu 是位移矢量分量， ,λ µ是拉梅常数， ijδ 是克罗

内克符号， kke 是体应变。 
记忆依赖微分条件下，双相滞后热传导方程和扩散方程 

( )11 ,1 i ij jD q kττ θ+ = −                                  (4) 

( )22 ,1 i ij jD Pττ η+ = −Γ                                  (5) 
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上式中 1τ 是热传导效应的弛豫时间， 2τ 是热扩散效应的弛豫时间，k 是材料的导热系数，Γ是扩散系数

常数。 
能量方程 

, 0i iq T Sρ= −                                         (6) 

化学势表达式 

1 1kkS r e l dPρ θ= + +                                    (7) 

上式中 

( ) ( )
2

1 1 2 1 1 2
0

, , , 3 2 , 3 2E
t c

Ca a ar l d
b T b b

ρ
β β β λ µ α β λ µ α= + = + = = + = +  

tα 是材料的线性热膨胀系数， cα 是线性扩散膨胀系数。 
质量方程和浓度方程 

,i i Cη = −                                         (8) 

2 kkC r e d nPθ= + +                                   (9) 

上述方程中，θ 是温度增量 0T Tθ = − ，P 是化学势，S 是熵密度，C 是浓度， iq 是热流矢量的分量， 0T 是

初始温度，T 是变化后的温度， iη 是扩散流矢量的分量， ρ 是密度， 2
2r b

β
= ，

1n
b

= 。 

当考虑非局部效应时，将非局部效应参数带入本构方程得 

( ) [ ]2 2
0 , 0 1 21 2ij i j kk ije a e e r r Pσ µ λ θ δ − ∇ = + − −                       (10) 

将式(2)和式(3)带入式(10)，得到非局部效应下的运动方程 

( ) ( )2 2
0 , 0 , 1 , 2 ,1i i jj j ij i iu e a u u r r Pρ µ λ µ θ   − ∇ = + + − −                    (11) 

将式(6)和式(7)带入式(4)，式(8)和式(9)带入式(5)，得到非局部效应下的记忆依赖微分方程 

( )( )11 0 1 0 1 0 ,1 kk jjD T r e T l T dP kττ θ θ+ + + = 

                         (12) 

( )( )22 2 ,1 kk jjD r e d nP Pττ θ+ + + = Γ 

                           (13) 

3. 问题描述 

建立一个均匀的，各向同性的半无限大薄板。该模型的表面无荷载作用，在模型的左端受到热负荷

和热冲击作用。根据结构和载荷特点，文中建立的模型可以简化为一维问题，即位移分量为 

( ), , 0x y zu u x t u u= = =                               (14) 

方程(2)和方程(10)～(13)写为 

kk
ue e
t

∂
= =

∂
                                   (15) 

( ) ( )2 2
0 0 1 21 2 ue a r r P

t
σ µ λ θ∂ − ∇ = + − −  ∂

                      (16) 

( ) ( )
2 2

2 2
0 0 1 22 21 2u u Pe a r r

xx xt x
θρ λ µ∂ ∂ ∂ ∂ − ∇ = + − −  ∂∂ ∂

                   (17) 
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( )1

2 2

1 0 1 0 1 0 21 u PD T r T l T d k
x t t t xτ

θ θτ
 ∂ ∂ ∂ ∂

+ + + = ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
                      (18) 

( )2

2 2

2 2 21 u P PD r d n
x t t t xτ

θτ
 ∂ ∂ ∂ ∂

+ + + = Γ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
                        (19) 

引入以下无量纲变量 

( ) 2 1
1 1 0 1 0 1 2

21

21 02
0 12 2

0 1 01 1

, , , , , ,

2, , , , , E

E

Px c x u c u e a c e a t c t P
c

c LC CqC q L c
kT c T C kc c

β θ
η η η η θ

βρ
ηβ ρσ λ µσ η

η ρ ρρ ρ

′′ ′ ′ ′ ′= = = = = =

+′ ′ ′ ′= = = = = =
 

对上述方程进行无量纲化之后，在接下来的工作中为便于表述去掉各物理量的角标。(16)~(19)以及

(9)式写为 

( )
2

2
0 1 2 321 ,ue a P

xx
σ α α θ α
 ∂ ∂
− = − −  ∂∂ 

                        (20) 

( )
2 2 2

2
0 1 2 32 2 21 ,u u Pe a

x xt x x
θε ε ε

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
− = − −  ∂ ∂∂ ∂ ∂ 

                     (21) 

( )1

2 2

1 1 2 3 21 ,u PD
x t t t xτ

θ θτ ψ ψ ψ
 ∂ ∂ ∂ ∂

+ + + = ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
                     (22) 

( )2

2 2

2 1 2 3 21 ,u P PD
x t t t xτ

θτ γ γ γ
 ∂ ∂ ∂ ∂

+ + + = ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
                     (23) 

1 2 3 ,uC P
t

ϕ ϕ θ ϕ∂
= + +

∂
                               (24) 

其中 
0 0 1 11 2 2 1 2 2

1 2 3 1 2 3 1 2
1 1 1 1 0 1

2 2
0 1 0 1 2 2 1 2 2 2 2

2 3 1 2 3 1 2 32 2 2
2 1 2 11 1 1

2 1, , , , , , ,
2 2 2

, , , , , , ,

T rr r r r
k c

T l T d r dc r d nn
k k c c c

λ µ ββ β
α α α ε ε ε ψ

λ µ β λ µ α α β λ µ ρ η

β β ρ β β β
ψ ψ γ γ γ ϕ ϕ ϕ

η ηβ ηβ β η βρ η ρ ρ

+ +
= = = = = = =

+ + +

= = = = = = = =
Γ Γ Γ

 

问题的初始条件和正则条件为 
( ) ( ) ( ),0 ,0 ,0 0, 0;u x x C x tθ= = = >  

( ) ( ) ( ),0 ,0 ,0 0, 0;u x x C x tθ= = = > 

  

( ) ( ) ( ),0 ,0 ,0 0, 0;u x x C x tθ= = = > 

  

并且当 , 0x t→∞ > 时 
( ) ( ) ( ), , , , , 0u x t x t C x tθ →  

核函数定义为 

( ) ( )

( )

1, 0,

11 , 0, ,
2

1 , 0, ,
2

p q

k t p q

p q

τ ξ
ξ

τ
ττ ξ


= =

 −− = − = =


− − = =

当

当

当
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其中，τ 是热传导和扩散方程中的 1τ 和 2τ ，p，q 为常数。 

4. 拉普拉斯变换 

定义拉普拉斯变换为 

( ) ( ) ( ) ( )
0

, , e , d ,Re 0stf x s L f x t f x t t s
∞ −= = >   ∫                        (25) 

对于上述方程，我们对式(20)~(24)进行拉普拉斯变换有 

( )
2

2
0 1 2 32

d d1 ,
dd
ue a P
xx

σ α α θ α
 
− = − − 

 
                           (26) 

( )
2 2 2

2
0 1 2 32 2 2

d d d d d1 ,
d dd d d

u u Pe a
x xt x x
θε ε ε

 
− = − − 

 
                        (27) 

( )
2 2

1 1 2 3 2

d1 ,
d

us G P
x x

θψ ψ θ ψ
  ∂

+ + + =  ∂ 
                           (28) 

( )
2

2 1 2 3 2

d d1 ,
d d
u PG P
x x

γ γ θ γ + + + = 
 

                            (29) 

1 2 3
d ,
d
uC P
t

ϕ ϕ θ ϕ= + +                                  (30) 

上式中有 
2 2

1 2 3 1 2 3
d
d

u P uL P
x t t t x

θψ ψ ψ ψ ψ θ ψ
    ∂ ∂ ∂

+ + = + +    ∂ ∂ ∂ ∂     
 

2

1 2 3 1 2 3
d ;
d

u P uL P
x t t t x

θγ γ γ γ γ θ γ
  ∂ ∂ ∂  + + = + +    ∂ ∂ ∂ ∂     

 

( ) ( )
1

22 2
2

1 2 2 2
1 11 1

22 2 21 e 1 2s
a bb a aG b a

s ss s
τ

τ ττ τ
−

 −
 = − + − − + + +
  

                  (31) 

( ) ( )
2

22 2
2

2 2 2 2
2 22 2

22 2 21 e 1 2s
a bb a aG b a

s ss s
τ

τ ττ τ
−

 −
 = − + − − + + +
  

                  (32) 

其中 

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1

1

1

1 1 1

1 1

1
1

1 e , 1

11 1 e , 1

11 e 1 e e , 1

s

s

s s s

k t

t
k tL D s

k t t
s

τ

τ

τ

τ τ τ

ξ

ξ
ξτ τ τ

τ ξ ξ
τ

−

−

− − −

 − − =


− − − − = −  =  

 − − − + − = − −


 

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2

2

2

2 2 2

2 2

2
2

1 e , 1

11 1 e , 1

11 e 1 e e , 1

s

s

s s s

k t

t
k tL D s

k t t
s

τ

τ

τ

τ τ τ

ξ

ξ
ξτ τ τ

τ ξ ξ
τ

−

−

− − −

 − − =


− − − − = −  =  

 − − − + − = − −
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对方程(27)~(29)进行联立，消掉 P 和θ 得到一个如下微分方程 
6 4 2

6 4 2

d d d 0
d d d

U L U M U NU
x x x

− + − =                            (33) 

式中 

( )( ) ( )( )2
1 1 2 2 1 2 3 3 11 1s s G g s G g

L
g

ε ψ ε ψ γ ε γ+ + + + + +
=  

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
1 2 2 3 3 2 1 2 1 1 2 2 1 2 2 31 1 1 1s G G g s G s G

M
g

ψ γ ψ γ ε ψ γ ψ γ ε ψ γ + + − + − + + + +   =  

( )( ) ( )
( )

4
21 1 2 2 3 3 2 2

1 0

1 1
, 1

s G G
N g s e a

g
ε ψ γ ψ γ

ε
 + + − = = + 。 

同理可以得到关于 P 和θ 的两个微分方程为 
6 4 2

6 4 2

d d d 0
d d d

P L P M P NP
x x x

− + − =                            (34) 

6 4 2

6 4 2

d d d 0
d d d

L M N
x x x
θ θ θ θ− + − =                            (35) 

上述方程的解为 

( )
3

1
, e ik x

i
i

U x s U −

=

= ∑                                   (36) 

( )
3

1
, e ik x

i i
i

x s p Uθ −

=

= ∑                                  (37) 

( )
3

1
, e ik x

i i
i

P x s q U −

=

= ∑                                  (38) 

上式中 

( )( ) ( ) ( )( )
( )

2 2
3 1 1 2 1 1 3 2

2
2 1

1 1 1 1

1
i i

i
i

k s G G s G k s G
p

k s G

ψ γ ψ γ

ψ

 − + + + + − + =
− +

 

( ) ( )( ) ( )( )
( )

2 2
1 2 2 1 1 2 1 2

2
2 1

1 1 1 1

1
i i

i
i

k s G k s G s G G
q

k s G

γ ψ ψ γ

ψ

 − + − + + + + =
− +

。 

ik 是上述方程的特征方程的三个根为 
6 4 2 0k Lk Mk N− + − =                                (39) 

特征根的表达式为 

( )1
1 2 sin
3

k Q L= Ω +                                (40) 

( )2 3 cos sin
3 3

Lk Q QΩ
= − + +                            (41) 

( )3 3 cos sin
3 3

Lk Q QΩ
= − +                            (42) 
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上式中 2 3L MΩ = − ， 11 sin
3

Q R−= ，
3

3

2 9 27
3

L LM NR − + −
=

Ω
。 

将式(36)~(38)分别带入关于应力和浓度的方程中即可得到关于应力和浓度的表达式为 

( )
3

1
, e ik x

i i
i

x s H Uσ −

=

= ∑                                   (43) 

( )
3

1
, e ik x

i i
i

C x s OU −

=

= ∑                                   (44) 

上式中 

( )
( )

1 2

1 1 2
2 2

0

1

,
1

i i i
c

i i i i i
ti

r rk p q
rH O q k dp

e a k
αε β µ

µ α

− − −
= = − +

−
。 

5. 边界条件 

该模型在 0x = 的边界上受到与时间相关的热边界条件，力学边界条件和化学冲击边界条件分别为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 00, 0, 0,, 0,t t t t tf H P Hθ σ φ= = =                            (45) 

对以上三式进行拉普拉斯变换得 

( ) ( ) ( )
0 0

0, 0, 0,, 0,s s s
f

P
s s

φ
θ σ= = =                              (46) 

上式中的 0f 和 0φ 取值为 1，对方程(46)式的三个方程联立可得常数 , 1, 2,3iu i = 的值为 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 3 3 2 2 3 3 2

1
1 2 3 3 2 2 3 1 1 3 3 1 2 2 1

1 1d q d q d p d p
s su

d p q p q d p q p q d p q p q

− − + −
=

− + − + −
                 (47) 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 3 3 1 1 3 3 1

2
1 2 3 3 2 2 3 1 1 3 3 1 2 2 1

1 1d q d q d p d p
s su

d p q p q d p q p q d p q p q

− − −
=

− + − + −
                 (48) 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 2 2 1 1 2 2 1

3
1 2 3 3 2 2 3 1 1 3 3 1 2 2 1

1 1d q d q d p d p
s su

d p q p q d p q p q d p q p q

− − + −
=

− + − + −
                 (49) 

上式中有 

1 2

1 1

1 , 1, 2,3i i i i
r rd k p q i

ε β µ
= + + = 。 

上文中得到的为拉氏域中的解，为了得到更为精确的解析解，我们引进了 Brancik 拉普拉斯数值反变

换的方法，运用 Matlab 对各物理量进行求解。 

6. 数值结果分析 

为了验证上述模型理论的正确性以及得到非局部效应、时间弛豫因子和不同核函数下对不同物理量

的影响，接下来的这一节中我们将选取一种类似于铜的材料展开具体的数值分析和验证。以下为材料参数 
5 1 4 3 3 10 2386 N K s, 1.78 10 K , 1.98 10 m kg , 8954 kg m , 7.76 10 N mt ck α α ρ λ− − −= ⋅ = × = × = = ×  
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( )10 2 9 3
0 03.86 10 kg m s , 8.5 10 kg s m , 293 K, 383.1 J kg K , 1ET C fµ −= × ⋅ Γ = × ⋅ = = ⋅ =  

( ) ( )4 2 2 5 5 2 5 2
0 01.2 10 m s K , 9.0 10 m kg s , 1.0 10 J m , 1a b L φ= × ⋅ = × ⋅ = × =

 

图 1 描述了非局部参数对各个物理量的影响。为了得到非局部效应对各个物理量的影响，首先，对

非局部参数 0e a 进行取值。为了便于描述在本文中将 0e a 定义为 Y，分别取 0.1Y = ， 0.02Y = 和 0.002Y = ，

热传导时间迟滞因子 1 0.02τ = ，扩散时间迟滞因子 2 0.02τ = ，核函数 ( ) 1k t ξ− = ，研究不同的非局部参

数 Y 对温度、应力、浓度、位移和化学势的影响；其次，将非局部参数进行退化，非局部参数取为 0.000Y = ，

对没有非局部参数下的各物理量规律图与不同非局部参数下的各物理量规律图进行对比。 
由图 1(b)和图 1(c)可以看出，非局部参数对应力和位移有一定的影响，且不同的非局部参数对物理

量有不同程度的影响。非局部参数取 0.1 时影响比较显著；当非局部参数逐渐减小后，它对应力和位移

的影响也在逐渐变小，其中当非局部参数取值为 0.02 时图像几乎与非局部参数为 0.002 时的图像重合，

这表明非局部参数为 0.02 时影响已经变得非常微弱。由图 1 可以看出，浓度、温度和化学势在不同非

局部参数下的规律图与非局部参数退化为 0 时的规律图基本重合，这也应证了非局部参数对这些物理

量几乎没有影响，而在图 1(b)应力和图 1(c)位移的规律图中可以看到，在非局部效应的影响下，应力和

位移的最大值和最小值都变大，并且和非局部参数退化为 0 时的规律曲线差异明显，但是总体的收敛

趋势不变。 
 

    
(a)                                                 (b) 

    
(c)                                                 (d) 
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(e) 

Figure 1. Influence trend of non-local parameters on various physical quantities. (a) Influence of non-local parameters on 
temperature; (b) Influence of non-local parameters on stress; (c) Influence law of non-local parameters on displacement; (d) 
Influence of non-local parameters on concentration; (e) Influence rule of non-local parameters on chemical potential 
图 1. 非局部参数对各物理量的影响趋势。(a) 非局部参数对温度的影响规律；(b) 非局部参数对应力的影响规律；(c) 
非局部参数对位移的影响规律；(d) 非局部参数对浓度的影响规律；(e) 非局部参数对化学势的影响规律 
 

图 2 描述了在非局部效应的影响下，热传导时间迟滞因子 1τ 对各个物理量的影响。先对非局部参数

进行取值，在这一小节非局部参数赋值为 0.01，核函数 ( ) 1k t ξ− = ，扩散时间迟滞因子 2 0.02τ = ，热传

导时间迟滞因子 1τ 分别取值 0.02，0.04 和 0.06。在不同的热传导时间迟滞因子的影响下，对温度、应力、

位移、浓度和化学势的影响规律图。 
从图 2 可以看出，在非局部效应下，热传导时间弛豫因子对应力和位移的影响较为显著。由图 2(b)

可以看出，当 1τ 的取值增大时，应力的趋势也逐渐增大，并且最终都趋向于零；由图 2(c)可以看出，在

距离边界 x = 0 的同一点处，随着热传导时间弛豫因子不断增大，位移的趋势逐渐在减小。由位移规律图

的变化趋势可以看出，越接近边界处且热传导时间弛豫因子越大，位移的变化越明显。由图 2(a)，图 2(d)
和图 2(e)可以看出，在非局部效应下，热传导时间弛豫因子对温度、浓度和化学势的影响较小。其中，

图 2(a)表明，在离边界的同一点处随着 1τ 的增大温度在逐渐减小。图 2(d)和图 2(e)表明，在离边界的同

一点处随着 1τ 的增大浓度和化学势在逐渐增大，并且在很短的距离内都收敛于零。这表明，在非局部下， 
 

    
(a)                                                 (b) 
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(c)                                                 (d) 

 
(e) 

Figure 2. Influence trend of heat conduction time relaxation factors on various physical quantities. (a) The influence of heat 
conduction time relaxation factor on temperature; (b) The influence of heat conduction time relaxation factor on stress; (c) 
The influence of heat conduction time relaxation factor on displacement; (d) The influence of heat conduction time relaxa-
tion factor on concentration; (e) The influence of heat conduction time relaxation factor on chemical potential 
图 2. 热传导时间弛豫因子对各物理量的影响趋势。(a) 热传导时间弛豫因子对温度的影响规律；(b) 热传导时间弛

豫因子对应力的影响规律；(c) 热传导时间弛豫因子对位移的影响规律；(d) 热传导时间弛豫因子对浓度的影响规律；

(e) 热传导时间弛豫因子对化学势的影响规律 
 
距离边界 x = 0 很短的范围内温度、浓度和化学势都发生了急剧的变化，快速收敛于 0，也可以看到边界

条件对这三个物理量的影响是非常有限的。 

图 3 描述了在非局部效应的影响下，热传导时间迟滞因子 2τ 对各个物理量的影响。先对非局部参数

进行取值，在这一小节非局部参数赋值为 0.01，核函数 ( ) 1k t ξ− = ，扩散时间迟滞因子 1 0.02τ = ，热传

导时间迟滞因子 2τ 分别取值 0.02，0.04 和 0.06.在不同的热传导时间迟滞因子的影响下，对温度、应力、

位移、浓度和化学势的影响规律图。 
从图 3 可以看出，在非局部效应下，热扩散时间弛豫因子同样对应力和位移的影响较为显著。由图

3(b)可以看出，距离边界 x = 0 的同一点处，当 2τ 的取值增大时，应力的趋势在逐渐减小，并且最终趋向

于零；由图 3(c)可以看出，在距离边界 x = 0 的同一点处，随着 2τ 不断增大，位移的趋势也逐渐在增大。

同时，由位移规律图的变化趋势可以看出，越接近边界处，位移的变化越明显且在 x = 0 处的位移绝对值

越大。由图 3(a)和图 3(e)可以看出，在不同的扩散时间弛豫因子下温度和化学势的规律图几乎没有变化， 
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(a)                                                 (b) 

    
(c)                                                 (d) 

 
(e) 

Figure 3. Influence trend of diffusion time relaxation factor on various physical quantities. (a) The influence of diffusion 
time relaxation factor on temperature; (b) The influence of diffusion time relaxation factor on stress; (c) The influence of 
diffusion time relaxation factor on displacement; (d) The influence of diffusion time relaxation factor on concentration; (e) 
The influence of diffusion time relaxation factor on chemical potential 
图 3. 扩散时间弛豫因子对各物理量的影响趋势。(a) 扩散时间弛豫因子对温度的影响规律；(b) 扩散时间弛豫因子

对应力的影响规律；(c) 扩散时间弛豫因子对位移的影响规律；(d) 扩散时间弛豫因子对浓度的影响规律；(e) 扩散

时间弛豫因子对化学势的影响规律 
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这表明扩散时间弛豫因子对温度和化学势的变化趋势几乎没有影响。对比图 2(a)和图 3(a)还可以得到，

热时间弛豫因子的变化对温度有影响而扩散弛豫因子几乎不影响温度的变化。由图 3(d)表明，在非局部

下距离 x = 0 的同一点处，随着扩散时间弛豫因子的增大，浓度的趋势在逐渐减小。对比图 2(d)和图 3(d)
可以得到，扩散弛豫因子的变化对浓度有影响而热传导时间弛豫因子几乎不影响浓度的变化。 

图 4 选取了不同的三个核函数，研究了在不同的核函数下对各个物理量的影响。在这一小节中，非

局部效应参数 0.001Y = ，热传导时间弛豫因子 1 0.02τ = ，扩散时间迟滞因子 2 0.02τ = 。三个核函数分别

取值为 0, 0p q= = ， 1 20,p q= = 和 10, 2p q τ= = ，图 4 给出了三个不同的核函数分别对温度、应力、

位移、浓度和化学势的影响规律图。 
由图 4(a)和图 4(e)可以看出，不同的核函数对边界处某一点的温度和化学势有相对较弱的影响。核

函数为 0, 0p q= = 和核函数为 10, 2p q τ= = 时，图像基本重合，它们对温度和化学势的影响几乎一致，

当核函数为 1 20,p q= = 时温度相比其他两个核函数会降低，但是浓度会比其他两个核函数增大。由图

4(b)可以看出，不同的核函数对应力有相对较大的影响。在应力规律图的峰值处可以看到，核函数为

0, 0p q= = 时的应力大于 10, 2p q τ= = 时的应力，但是这两个核函数所引起的应力变化规律图的变化趋

势基本相同；当核函数为 1 20,p q= = 时，对应力的变化趋势影响较大，在应力峰值处相较于其他两个

核函数所引起的应力更小。由图 4(c)可以看出，不同的核函数对位移也有相对较大的影响。在位移规律

图的峰值处可以看到，核函数为 0, 0p q= = 时所引起的的位移大于 10, 2p q τ= = 时的位移，但是这两个 
 

    
(a)                                                 (b) 

    
(c)                                                 (d) 
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(e) 

Figure 4. Influence trend of kernel function on each physical quantity. (a) Influence rules of different kernel functions on 
temperature; (b) Influence rules of different kernel functions on stress; (c) Influence rules of different kernel functions on 
displacement; (d) Influence rules of different kernel functions on concentration; (e) Influence rules of different kernel func-
tions on chemical potential 
图 4. 核函数对各物理量的影响趋势。(a) 不同核函数对温度的影响规律；(b) 不同核函数对应力的影响规律；(c) 不
同核函数对位移的影响规律；(d) 不同核函数对浓度的影响规律；(e) 不同核函数对化学势的影响规律 
 

核函数所引起的位移变化规律图的变化趋势基本相同；当核函数为 1 20,p q= = 时，对位移的变化趋势

影响较大，收敛为 0 的距离相较其他两个核函数增大。由图 4(d)可以看出，在三个不同的核函数下，对

浓度分别有不同的影响。在距离边界 x = 2 处可以看到，核函数 10, 2p q τ= = 引起的浓度较大，核函数

0, 0p q= = 引起的浓度较小。 

7. 结论 

本文在记忆依赖微分条件的基础上加入了非局部效应，对在非局部效应下的各个物理量进行了研究。

得到了在非局部效应下，非局部参数、热传导时间迟滞因子和扩散时间迟滞因子对温度、应力、位移、

浓度和化学势的影响；在非局部效应的影响下，选取不同核函数对温度、应力、位移、浓度和化学势的

影响做了研究。以下为根据对模型分析和研究得出的结论： 
1) 非局部参数仅仅对和本构方程相关的物理量的影响较大，对温度、浓度和化学势几乎没有影响； 
2) 不同的核函数对各个物理量都有不同的影响。这也验证了选取不同的核函数可以解决不同模型的

问题，体现了它的灵活性和优越性； 
3) 在非局部效应的影响下，热传导弛豫时间和扩散弛豫时间可以根据需要自由选择，由此可以得到

更多的更为精确的力学行为。 
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