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Abstract 
Based on the difference between tandem helicopters and single rotor helicopters, the tandem hel-
icopter was modeled as three rigid bodies: fuselage and two tail rotors. The dynamical model was 
deduced by Kane method. The mathematical model was simplified to develop simpler translation-
al and rotational equations. The model was simulated in the environment of MATLAB/Simulink. It 
would provide the basis for the control system of the unmanned tandem helicopter. 
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摘  要 

根据纵列式双旋翼直升机具有的不同于单旋翼带尾桨直升机的特点，提出建立纵列式直升机数学模型的
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方法。将纵列式双旋翼直升机看作3个刚体(机体和前后两副旋翼)，利用分析力学的Kane方法建立直升

机的动力学模型，并对模型进行分析。在适当的条件下将数学模型进行简化，导出简化的平移方程和转

动方程，在MATLAB/Simulink界面进行仿真，对仿真结果进行分析，为控制器的设计提供依据。 
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1. 引言 

直升机可以悬停、垂直起降，具有其他飞行器所不具备的优点，在抢险救灾，物资运输，打击犯罪

等场合有着广泛的应用。直升机按照布局可以分为单旋翼带尾桨、共轴双旋翼、纵列式双旋翼、横列式

双旋翼等多种形式。本文研究的航模直升机采用的是纵列式双旋翼的布局。 
纵列式双旋翼直升机并不常见，在应用中典型的例子是播音公司的 CH-47。实际复杂的空气动力使

得直升机的运动分析十分困难，本文忽略直升机机身的空气动力，将直升机机身和两副旋翼视为三个刚

体，采用 Kane 方法建立动力学方程[1]。将模型简化，在 MATLAB/Simulink 环境中仿真，对模型的有效

性进行验证。 

2. 动力学建模 

航模直升机只有摆振铰而无挥舞铰，并且桨叶具有更大的刚度，因此桨叶大致在同一平面运动，可

将直升机的旋翼简化成一个刚性的绕轴旋转的圆盘。忽略机身的空气动力，将直升机视为三个刚体的系

统，其简化的模型如图 1 所示。 
前旋翼、后旋翼、机身的质量分别是 Mm 、 Nm 、 Fm ，它们的质心分别是 MO 、 NO 、 FO ，全机的

质心是 CO 。 MO 到 CO 在 1f 的方向上的距离是 1ML ， 3f 方向上的距离是 3ML ； NO 到 CO 在 1f 的方向上的

距离是 1NL ， 3f 方向上的距离是 3NL ； FO 到 CO 在 1f 的方向上的距离是 1FL ， 3f 方向上的距离是 3FL 。M
处旋翼产生的在 1f 、 2f 和 3f 方向的力矩为 1MT 、 2MT 和 3MT ，拉力是 1MF 、 2MF 和 3MF ； N 处旋翼产生

的在 1f 、 2f 和 3f 方向的力矩为 1NT 、 2NT 和 3NT ，拉力是 1NF 、 2NF 和 3NF 。 
直升机的质心 CO 在惯性坐标系中的位置是 x 、y 、z ；φ 、θ 、ψ 分别是俯仰、横滚、偏航角；u 、

v 、 w 是全机质心在惯性坐标系中的平移速度； p、 q 、 r 分别是直升机绕机体坐标轴 1f 、 2f 、 3f 的角

速度。根据运动学基本原理可得到直升机的运动方程[2]。 
平移方程： 

x u= ， y v= ， z w=                                    (1) 

转动方程： 

( )sin cos tanp q rφ φ φ θ= + +                                (2) 

cos sinq rθ φ φ= −                                    (3) 

( )sin cos cosq rψ φ φ θ= +                                 (4) 

建立动力学模型前对模型进行简化，假定两副主旋翼相对于相应轴的转动惯量 11 22
M MJ J= ， 11 22

N NJ J= 。

利用 Kane 方法建模需要设定广义坐标和广义速率。本文选取直升机质心的空间位置 x 、 y 、 z 以及三个

姿态角φ 、θ 、ψ 为广义坐标，平移速率 u 、 v 、 w 和转动速率 p 、 q 、 r 为广义速率，接着求出相应

的偏速度和偏角速度。 
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Figure 1. Simplified model of aero-model tandem helicopter 
图 1. 纵列式航模直升机简化模型 

 

MO 对各个广义速率的偏速度： 
1

MO =v i ， 2
MO =v j ， 3

MO =v k  

4
3 2MO ML= −v f ， 5

3 1 1 3MO M ML L= −v f f ， 6
1 2MO ML=v f  

NO 对各个广义速率的偏速度： 
1

NO =v i ， 2
NO =v j ， 3

NO =v k  

4
3 2NO NL= −v f ， 5

3 1 1 3NO N NL L= +v f f ， 6
1 2NO NL= −v f  

FO 对各个广义速率的偏速度： 
1

FO =v i ， 2
FO =v j ， 3

FO =v k  

4
3 2FO FL= −v f ， 5

3 1 1 3FO F FL L= −v f f ， 6
1 2FO FL=v f  

机体和两副旋翼对各个广义角速率的偏速度： 

( )1 1 1,F M N = 0ω ω ω ， ( )2 2 2,F M N = 0ω ω ω ， ( )3 3 3,F M N = 0ω ω ω  

( )4 4 4
1,F M N = fω ω ω ， ( )5 5 5

2,F M N = fω ω ω ， ( )6 6 6
3,F M N = fω ω ω  

施加在直升机上的主动力有旋翼的拉力、力矩、直升机重力。广义主动力 iF ( 1, 2, , 6i =  )根据下式

计算[3]： 

( ) ( )
( ) ( )

1 1 2 2 1 3 1 1 2 2 1 2

1 1 2 2 1 3 1 1 2 2 1 2

M

N

M N F

i i
i M M M O M M M M

i i
N N N O N N N N

i i i
M O N O F O

F F F F T T T

F F F T T T

m g m g m g

= + + ⋅ + + + ⋅

+ + + ⋅ + + + ⋅

− ⋅ − ⋅ − ⋅

f f f v f f f

f f f v f f f

k v k v k v

ω

ω  
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相应的广义主动力： 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 1 1 2 2

3 3

cos cos sin sin cos cos sin

sin cos cos sin sin
M N M N

M N

F F F F F

F F

θ ψ θ φ ψ φ ψ

θ φ ψ φ ψ

= + + + −

+ + +
 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 1 1 2 2

3 3

cos sin sin sin sin cos s cos

sin cos sin sin cos
M N M N

M N

F F F F F

F F

θ ψ θ φ ψ φ ψ

θ φ ψ φ ψ

= + + + +

+ + −
 

( ) ( ) ( )3 1 1 2 2 3 3sin cos sin cos cosM N M N M NF F F F F F F mgθ θ φ θ φ= − + + + + + −  

4 3 2 3 2 1 1M M N N M NF L F L F T T= − − + +  

5 3 1 1 3 3 1 1 3 2 2M M M M N N N N M NF L F L F L F L F T T= − + + + +  

6 1 2 1 2 3 3M M N N M NF L F L F T T= − + +  

广义惯性力可以根据下式进行计算[3]： 

( )
( ) ( )

*
M M N N

F F

i i i
i M O O M M M M M N O O

i i i
N N N N N F O O F F F F F

F m m

m

= − ⋅ − ⋅ + × ⋅ ⋅ − ⋅  
 − ⋅ + × ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ + × ⋅ ⋅   

a v J J a v

J J a v J J

α ω ω ω

α ω ω ω α ω ω ω
 

两副旋翼相对于各自质心的角加速度分别是 Mα 、 Nα 。相应的广义惯性力为： 
*

1F mu= − ， *
2F mv= − ， *

3F mw= −  ， 

( )
( ) ( )
( )
( )

* 11 11 11 2 2 2
4 3 3 3

1 3 1 3 1 3

11 11 33 22 2 2 2
3 3 3

11 11

M N F M M N N F F

M M M N N N F F F

M N F F M M N N F F

M M N N

F J J J m L m L m L p

m L L m L L m L L r pq

J J J J m L m L m L qr

J J qω ω′ ′

= − + + + + +

+ − + +

− + + − − − −

− +





 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

* 2 2 2 2 2 2 22 22 22
5 1 3 1 3 1 3

2
1 3 1 3 1 3

2 2 2 2 2 2 11 11 11 33
3 1 3 1 3 1

2 11 11
1 3 1 3 1 3

M M M N N N F F F M N F

M M M N N N F F F

M M M N M N F F F M N F F

M M M N N N F F F M M N N

F m L L m L L m L L J J J q

m L L m L L m L L p

m L L m L L m L L J J J J pr

m L L m L L m L L r J J pω ω′ ′

 = − + + + + + + + + 
− − +

 − − + − + − − − + − 

+ − + + +



 

( )
( )
( )
( ) ( )

*
6 1 3 1 3 1 3

33 33 33 2 2 2
3 3 3

22 11 2 2 2
1 1 1

33 33
1 3 1 3 1 3

M M M N N N F F F

M N F M M N N F F

F F M M N N F F

M M M N N N F F F M M N N

F m L L m L L m L L p

J J J m L m L m L r

J J m L m L m L pq

m L L m L L m L L qr J Jα α

= − +

− + + + + +

− − + + +

− − + + +





 

由 Kane 方程 * 0i iF F+ = 可以得到动力学方程 
平动动力学方程： 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 1 2 2

3 3

cos cos sin sin cos cos sin

sin cos cos sin sin
M N M N

M N

mu F F F F

F F

θ ψ θ φ ψ φ ψ

θ φ ψ φ ψ

= + + + −

+ + +



             (5) 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 1 2 2

3 3

cos sin sin sin sin cos s cos

sin cos sin sin cos
M N M N

M N

mv F F F F

F F

θ ψ θ φ ψ φ ψ

θ φ ψ φ ψ

= + + + −

+ + −



             (6) 
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( ) ( ) ( )1 1 2 2 3 3sin cos sin cos cosM N M N M Nmw F F F F F F mgθ θ φ θ φ= − + + + + + −           (7) 

转动动力学方程： 

( ) ( )2 6 2 4 2 3 2 2 2 4 3 2 4 2 2 4

1 2 2 1

a F c F a c a c pq a c a c qr a c q a c
p

a c a c
+ − − − + − +

=
−

                 (8) 

2 2
5 2 3 2 4

1

F b p b pr b r b pq
b

− − + +
=                             (9) 

( ) ( )1 6 1 4 1 3 2 1 1 1 3 1 4 1 1 4

1 2 2 1

a F c F a c a c pq a c a c qr a c q a c
r

a c a c
+ − − − + − +

=
−

                 (10) 

式中： 
11 11 11 2 2 2

1 3 3 3M N F M M N N F Fa J J J m L m L m L= + + + + +  

2 2 1 1 3 1 3 1 3M M M N N N F F Fa b c m L L m L L m L L= = = − +  
11 11 33 22 2 2 2

3 3 3 3M N F F M M N N F Fa J J J J m L m L m L= + + − − − −  
11 11

4 M M N Na J Jω ω′ ′= +  

( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2 22 22 22
1 1 3 1 3 1 3M M M N N N F F F M N Fb m L L m L L m L L J J J= + + + + + + + +  

( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2 11 11 11 33
3 3 1 3 1 3 1M M M N M N F F F M N F Fb m L L m L L m L L J J J J= − + − + − − − + −  

11 11
4 M M N Nb J Jω ω′ ′= +  

33 33 33 2 2 2
2 3 3 3M N F M M N N F Fc J J J m L m L m L= + + + + +  

22 11 2 2 2
3 1 1 1F F M M N N F Fc J J m L m L m L= − + + +  

33 33
4 M M N Nc J Jα α= +  

3. 模型分析与仿真 

Kane 方法建立的动力学方程包括三个平移方程和三个转动方程，引入三个角度关系方程，总共九个

方程。自变量为三个角速度 p、 q 、 r ，三个姿态角φ 、θ 、ψ 和三个空间位置 x 、 y 、 z ，总个数也

是九个。外力和外力矩仅和输入有关，因而方程封闭。 
航模直升机的外力和外力矩依靠周期变矩和电机转速来改变。单个旋翼的周期变矩依靠三个舵机，

电机的转速可以用电调调节。因此，外力和外力矩总共 12 个变量可以通过 8 个输入来改变。 
根据以上分析，建立纵列式直升机模型的仿真控制结构图[4]，如图 2 所示。 

根据图 2，对航模直升机的起飞阶段进行仿真。航模直升机在悬停或者飞行平稳的状态下(不做高机

动动作)绕机体坐标轴 1f 、 2f 、 3f 的角速度 p、q 、 r 较小，忽略二阶小量，直升机旋翼相对中心的转速

保持不变，则旋转动力学方程可以线化为： 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )

( ) ( )
( )

33 33 33 11 11 33 33 33
4 6

11 11 11 22 22 22 2

11 11
5

22 22 22

11 11 11 11 11
4 6

11 11 11 22 2

M N F M M N N M N F

M N F M N F

M M N N

M N F

M N F M M N N

M N F M N

J J J b F cF J J J J J b q
p

J J J b J J J b c

F J J p
q

J J J a b

cF J J J b F J J cq
r

J J J b J J

ω ω

ω ω

ω ω

′ ′

′ ′

′ ′

+ + + + − + + + +
=

+ + + + + + −

+ +
=

+ + + +

+ + + + + +
=

+ + + +







( )2 22 2
FJ b c+ + −

            (11) 
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Figure 2. Simulation of aero-model tandem helicopter 
图 2. 纵列式航模直升机仿真 

 

式中： 
2 2 2

1 1 1M M N N F Fa m L m L m L= + + ， 2 2 2
3 3 3M M N N F Fb m L m L m L= + + ， 

1 3 1 3 1 3M M M N N N F F Fc m L L m L L m L L= − +  

将微分方程转化成状态空间方程[5]： 

′ =
 =

A + BU
y C + DU
Ω Ω

Ω
                                   (12) 

式中： 

[ ]Tp q r′ =   Ω ， [ ]Tp q r=Ω ， [ ]T4 5 6F F F=U  

系数矩阵 A、 B 可根据方程组(11)得到， [ ]diag 1 1 1=C ， =D 0 。 

起飞阶段直升机没有高机动动作，利用方程(12)，结合平移动力学方程和转动方程，在 MATLAB/ 
Simulink 界面对航模的运动进行仿真。旋转动力学方程用状态空间实现，平移动力学方程和角度关系方

程用 Embedded MATLAB Function 实现。为了简化操作，在仿真时把外力和外力矩作为输入量。航模起

飞阶段基本处于力矩平衡状态，起飞时间短，可认为输入量保持不变且 2f 方向的外力较小，得到的结果

如图 3 所示。 
Simulink 模拟的是航模在较平稳的飞行状态下的飞行结果，从图中可以看出 x 和 z 方向的位移较大，

y 方向的位移较小，且处于波动中。这是因为机身在外力矩作用下出现了一定的横滚和偏航角，使得 1f 、

3f 方向的力在 y 方向产生分量，并且由于横滚和偏航角的变化使得 y 方向的位移出现波动。仿真的结果

基本符合航模直升机起飞的运动趋势。 
实际操作中，一般通过人为遥控改变输入量，使得航模能在空中做机动飞行。由于航模的质量一般

都较小，易受到外部干扰，这都需要航模驾驶员根据实际情况随机应变。 

4. 结语 

本文采用了 Kane 方法建立了纵列式双旋翼航模直升机的数学模型，在建模的过程中考虑了直升机两

副旋翼的惯性效应，将航模看作三个刚体，模型的方程组封闭。在此基础上，对模型进行分析，提出模

型仿真的方案，并在 MATLAB/Simulink 界面对航模的起飞阶段进行仿真，仿真结果基本符合航模的起飞 
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Figure 3. The coordinate of aero-model flight 
图 3. 航模飞行位置坐标 

 

趋势，验证了模型的有效性。仿真时，假定航模飞行平稳，将模型的旋转动力学方程线化，实际上航模

的运动方程是非线性方程，并且轻质量的航模易受到外界条件干扰，这是航模控制器设计时必须考虑的。 
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