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Abstract 
A lot of problems in the field of engineering and medicine after abstraction can be converted into 
scattered data reconfiguration problems. We set initial contour near the scattered data, expressed 
as the zero level set of the level set function, which will eventually turn the evolution of initial ac-
tive contour into the evolution of the level set function. We define an energy functional who takes 
the level set function as its independent variable, to measure approximation degree with the scat-
tered data, and use the improved variational level set method to evolve the initial contour and 
achieve reconstruction. In this paper, firstly, putting forward an improved Heaviside function to 
make the initial contour can better converge in the target contour; secondly, the specific process 
of numerical calculation model is given, and a two-dimensional example illustrates the effect of 
the scattered data reconstruction. 
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摘  要 

工程学和医学等领域中的很多问题进行抽象后可转化为散乱数据的光滑曲面重构问题。在散乱数据附近

设定初始轮廓，将初始轮廓间接地表示为水平集函数的零水平集形式，最终将初始活动轮廓的演化转化

成水平集函数的演化。定义一个以水平集函数为自变量的能量泛函来度量它与散乱点的逼近程度，利用

改进的变分水平集方法演化初始轮廓，达到重构目的。本文中，一是对Heaviside函数进行改进，使初始

轮廓能更好的收敛于目标轮廓；二是给出了模型数值计算的具体过程，并以二维实例说明散乱数据重构

的效果。 
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1. 引言 

散乱数据的重构技术作为逆向工程的关键技术之一，其目的是重新构造一光滑曲面，使其尽可能的

忠实于原始曲面，并插值或逼近于来自于原始曲面采样得到的精确的离散点集。 
按照曲面表示形式的不同，曲面重构大体可以分为显示曲面重构和隐式曲面重构两类。显示曲面重

构方法便于用户与模型直接进行交互，利于模型的快速实现，然而，在实际应用中，采用显示曲面重构

方法存在很多弊端。通常情况下，对原始物体采样的数据量都非常大，对其进行全局参数化是一个很困

难的问题。又由于待重建曲面的拓扑结构未知，难以根据获得的离散点确定它们之间的拓扑关系，参数

化方法难以处理拓扑结构的变化。近年来，隐式曲面重构方法得到了广发的关注，它无需对散乱数据进

行参数化处理，能够自然地处理拓扑结构的变化，简化了对问题的处理过程。水平集方法是以隐含的形

式表达待求解的未知曲面或者曲面，将其内嵌到高一维的水平集函数中。Zhao 等[1]将水平集方法应用到

曲面重构模型中，动态拟合散乱数据，得到了较好的结果；徐国良[2]在 Zhao 模型的基础上，加入平滑

项去除噪声，使重构曲面具有更好的光滑性。 
基于水平集方法的几何曲线或者曲面演化，通常将水平集函数初始化为符号距离函数，是因为符号

距离函数满足性质 1φ∇ = ，然而在演化的过程中，水平集函数通常会偏离符号距离函数，即发生退化。

徐国良[2]通过求解 ( )( ) ( )1nsign
t
φ φ φ∂
= − ∇

∂
的方式可实现重新初始化，当方程达到稳定状态后，方程的解

显然满足 1φ∇ = 。但是对于经过多少次迭代后需要重新初始化一次不得而知，通常由实验来决定。 

本文在徐国良[2]的基础上，一是在模型中直接加入罚项控制水平集函数偏离符号距离函数的程度，

规避了重新初始化的需要，利用改进的变分水平集的方法求解能量泛函，极大的提高了水平集函数的演

化效率；二是对 Heaviside 函数进行改进，使其能更好的收敛于目标轮廓；三是给出了模型数值计算的具

体过程，并以二维实例说明该模型应用于散乱数据重构中的效果。 

2. 改进的重构模型 

曲面重构常通过定义一个度量函数来衡量重构曲面与待重构的散乱数据的逼近程度，度量函数的值

越小说明收敛于目标的效果越好，即重构曲面的质量越高。徐国良[2]不同的是，本文通过加入罚项直接

控制水平集函数偏离符号距离函数的程度，定义如下能量泛函来度量重建效果： 

( ) ( ) ( ) ( )d s rE E E Eφ φ ω φ λ φ= + +                               (1) 
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式中 

( ) ( ) ( ) ( )2 2d ddE d x s d x Vφ δ φ φ
Γ Ω

= = ∇∫ ∫  

( ) ( )d dsE s Vφ δ φ φ
Γ Ω

= = ∇∫ ∫  

( ) ( )21 1 d
2rE Vφ φ

Ω
= ∇ −∫  

( )dE φ 用来衡量重构曲面逼近散乱数据 { } 1

N
i i

S x
=

= 的程度，称之为数据项，其中 ( )d x 是散乱点到重

构曲面的欧氏距离； ( )sE φ 是典型的几何约束项，代表封闭曲面的面积，其目的是为了光滑重构曲面，

称之为平滑项； ( )rE φ 是为避免重新初始化所使用的罚函数[3]。 ( )δ φ 为狄利克雷函数，为 Heaviside 函

数的导数，ω ， λ 为大于 0 的可选常数。 
式(2)对应的梯度下降流为： 

( ) ( ) ( )( )2 2  

         

z d x div d x div
t

div

φ φ φ φδ φ ω
φ φ φ

φλ φ
φ

    ∂ ∇ ∇ ∇
= +∇ ⋅ +       ∂ ∇ ∇ ∇     

  ∇
+ ∆ −   ∇   

                 (2) 

3. Heaviside 函数的改进 

与莫堃[4]中选用的正则化Heaviside函数 ( ) 1 21 arctan
2 π

zH zε ε
  = +     

做对比，本文选取 ( )H z 的如下

近似： 

( ) 1 1
2 2

zH z erfα α
 = +  
 

                                  (3) 

其中 ( ) 2

0

2 e d
π

x terf x t−= ∫ 是误差函数，得到 ( )
2

1 e
π

z

z α
αδ α

 − 
 = 。 

由图 1 左边知， ( )H zε 逼近 Heaviside 函数的效果不是特别理想，当 z 趋近于零时， ( )H zε 不能很好

的收敛于 0 和 1。比较图 1 左右两边，当选取相同的参数时， ( )H zα 能更好地逼近 Heaviside 函数。 

4. 模型的离散化算法[5] 

为了对偏微分方程式(2)作数值计算，首先要对式中的各项进行离散化。设选取网格大小为 1，采用

有限差分法和中心差分法相结合的离散化方案，由 

yx zdiv
x y z

φφ φφ
φ φ φ φ

       ∇ ∂ ∂ ∂
= + +              ∇ ∂ ∇ ∂ ∇ ∂ ∇       

 

可得 

1 1 1 1, , , , , , , ,
2 2 2 2

1 1, , , ,
2 2

                  

y yx x

i j k i j k i j k i j k

z z

i j k i j k

div
φ φφ φφ

φ φ φ φ φ

φ φ
φ φ

+ − + −

+ −

         ∇
= − + −                  ∇ ∇ ∇ ∇ ∇         

   
+ −      ∇ ∇   
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Figure 1. The comparison of different regularized Heaviside function at the same parameters 
图 1. 不同正则化 Heaviside 函数在相同参数下的比较 

 

以上式中的第一项为例 

( ) ( ) ( ) ( )1 11 1, , , ,, , , ,2 22 2

, ,x y zi j k i j ki j k i j k
φ φ φ φ

+ ++ +

 
∇ =  

 
 

( ) 1 1, , , ,, ,
2

x i j k i j ki j k
φ φ φ++

= −  

( ) ( )1 1 1 1, 1, , 1, 1, 1, , 1,, , , 1, , 1,2 2 2

2 4y i j k i j k i j k i j ki j k i j k i j k
φ φ φ φ φ φ φ+ + + + − −+ + + + −

 
= − = + − −  
 

 

( ) ( )1 1 1 1, , 1 , , 1 1, , 1 , , 1, , , , 1 , , 12 2 2

2 4z i j k i j k i j k i j ki j k i j k i j k
φ φ φ φ φ φ φ+ + + + − −+ + + + −

 
= − = + − −  
 

 

( ) ( ) ( ) ( )
22 2

11 1 1 , ,, , , , , ,1 22 2 2, ,
2

x
x x y z i j ki j k i j k i j k

i j k

φ φ φ φ φ
φ ++ + +

+

      = + +       ∇      
 

当 0φ∇ → 时，通常会使得
φ
φ

∇
∇

不连续，针对这一问题，本文选用一个比较小的正则化变量δ 做近

似处理，即令 ( )2 2
δ

φ φ δ∇ = ∇ + 。 

对于(3)式中的 φ∆ 是三维空间中的拉普拉斯算子，按定义有： 

xx yy zzφ φ φ φ∆ = + +  

采用中心差分近似二阶偏导数有： 

, , 1, , 1, , , 1, , 1, , , 1 , , 1 1, ,6i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j kφ φ φ φ φ φ φ φ+ − + − + − +∆ = + + + + + −  

为了使 φ∆ 具有更好的旋转不变性，可沿对角线的中心差分与沿 x ， y ，z 的中心差分通过加权平均

结合起来，可采用下式作为拉普拉斯算子的离散化格式： 
1 1 1

, , , , , ,
1 1 1

1 27
3 3i j k i a j b k c i j k

a b c
φ φ φ+ + +

=− =− =−

∆ = −∑ ∑ ∑  

其中 a ， b ， c 均为整数。 
本文的正则化 Heaviside 函数选择式(4)，用φ 代换 z ，即可求得 ( )εδ φ 。由上述数值计算的方法可得 
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Figure 2. The reconstruction effect of scattered points 
图 2. 散乱点的重构效果 

 

(3)式的离散化格式为： 

( ) ( ) ( )( )1 2 2
, , , , , ,

, , , ,

, ,

, , , ,

n n

n n n
i j k i j k z i j k

i j k i j k

n n

n
i j k

i j k i j k

t d x div d x

div div

φ φφ φ δ φ
φ φ

φ φω λ φ
φ φ

+
      ∇ ∇   = + ∆ +∇ ⋅        ∇ ∇      

        ∇ ∇      + + ∆ −         ∇ ∇            

 

5. 计算实例 

下面对二维平面上的散乱点的做重构实验，选取(3)式作为 Heaviside 函数的近似。如图 2 所示，蓝色

表示待重构的散乱点云，用上述方法重构散乱点，红色曲线表示通过演化后逼近目标的结果。 
实验结果表明，对于本文所给的能量泛函利用改进的 Heaviside 函数，通过改进的变分水平集方法演

化初始轮廓，能够较好的逼近目标轮廓，但是收敛速度很慢，计算效率还有待进一步提高。 
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