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Abstract 
In order to solve the feet-wheeled inverted pendulum’s stability control problem, a control system 
of a feet-wheeled inverted pendulum based on double closed-loop PID controller combined with 
particle swarm optimization is proposed. In addition, we designed a cost function related to the 
control effect to increase the stability of the control system. Under matlab simulation conditions, 
stable control of the feet-wheeled inverted pendulum was achieved. Experimental results showed 
that after tuning, the step response of the controller parameters was better than that of the origi-
nal parameters with the rise time and the settling time was shorter than that of the non-tuning PID 
controller. This algorithm has been applied to a vertical intelligent search-identify-sampling sys-
tem based on the area CCD, showing the availability of the PSO-PID controller. 
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摘  要 

为了解决双足轮式倒立摆的稳定控制问题，提出一种采用双闭环PID的控制器及粒子群优化算法

(Particle swarm optimization, PSO)的双足轮式倒立摆控制系统，并设计与控制效果相关的代价函数，

以增加控制系统的稳定性，在matlab仿真条件下，实现了双足轮式倒立摆的稳定控制，实验结果表明，

经过整定的控制器参数较原参数的阶跃响应更好，上升时间和稳定时间较未整定PID控制器的短，并且

本算法已经应用到基于面阵CCD的直立式智能搜索识别采样系统中，验证了PSO-PID控制器的可用性。 
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1. 引言 

倒立摆控制系统是一个复杂的、不稳定的、非线性系统，是控制理论发展中的一个典型问题[1]。目

前，通过倒立摆系统验证过的许多控制方法在航天、机器人以及一般工业过程领域均有着广泛的应用。

如航天飞机的姿态控制，机器人行走过程中的平衡控制等，故倒立摆系统控制实验已成为控制理论界学

者研究的热点。倒立摆控制系统是进行控制理论教学及开展各种控制实验的理想实验平台，其作为典型

的非线性、强耦合、多变量控制系统，要求控制系统应当具有良好的稳定性、，鲁棒性以及随动性等性

能[2]。许多学者对倒立摆的控制也提出相应的控制方案，其中较为典型是根据牛顿力学等原理建立倒立

摆的数学模型后实施不同的控制策略的方案，而上述方案的一个普遍特点是需要建立复杂的数学模型，

并且模型都是在忽略空气阻力和摩擦力的前提下建立的，同时控制方案的实施都是依托 PC 机实现，控

制成本较高，不适合倒立摆系统的实际应用控制[3]。为了提高倒立摆控制系统的实用性，同时简化控制

难度和降低控制成本，本文采用双闭环 PID 的控制器及粒子群优化算法的双足轮式倒立摆控制系统，并

设计与控制效果相关的代价函数，以增加控制系统的稳定性，在 matlab 仿真条件下，实现了双足轮式倒

立摆的稳定控制，研究以 MC9S12XS128 单片机为控制器。实现双足轮式倒立摆基于面阵 CCD 的直立

式智能搜索识别采样系统中项目中的应用。 
双足倒立摆是在倒立摆的基础上，在其底端安置相互独立、并且能够提供动力的两轮，使倒立摆能

够脱离传统的台式平台结构，只需平整地面即可进行相关的数据实验[4]。这种双足轮式倒立摆工程意义

深远，目前已经有比较完善的双足轮式代步工具，其产品的本质即为此类倒立摆。目前对双足轮式倒立

摆的研究主要集中在控制器设计及平台应用研究上，作为工程产品，常用的 PID 控制器参数在大多数情

况下难以满足需求，因此本文以此为出发点，提出使用粒子群优化算法，整定双子轮式倒立摆的控制器

参数，以期获得更好的控制效果。 
在此，本文首先根据双轮倒立摆的物理特性，推导了系统的运动状态方程，然后根据方程特性设计

双闭环 PID 控制器，使用粒子群优化算法，整定双子轮式倒立摆的控制器参数，并将其应用到双轮倒立

摆的 PID 控制器参数整定中。实验结果表明，经过整定的控制器参数较原参数的阶跃响应更好，上升时

间和稳定时间较未整定 PID 控制器的短，并且本算法已经应用到基于面阵 CCD 的直立式智能搜索识别采
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样系统项目中(需要具体更改的内容)，验证了 PSO-PID 控制器的可用性。 

2. 双轮倒立摆建模 

倒立摆系统的模型如图 1 所示，在直角坐标系中，小车前进的方向为 X 轴正向，两轮的轴线方向为

Z 轴，垂直于 X-Z 平面的轴为 Y 轴，正方向向上。小车绕 Y 轴的旋转方向符合左手定则，小车摆杆绕 Z
周的转角 pθ 符合左手定则。 

如图 1 所示，系统在平面运动具有三个自由度，它们分别是：绕 Z 轴、Y 轴旋转，沿 X 方向移动。 
系统模型参数如表 1 所示： 
结合瑞士联邦工学院 Aldo D’arrigo 等人[5] [6]对两轮式移动倒立摆的分析，以及牛顿力学方法对系

统进行受力分析，根据力学方程获得双轮移动倒立摆的系统模型，从而获得如下 8 个约束方程。 
 

右车轮左车轮

车体

R

D

Z

系统主视图

L

Xp

X

θR1

θR2

Yp

ωp
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θp

Y

车体重心

系统侧视图（从Z轴正向看）  
Figure 1. Inverted pendulum system model 
图 1. 倒立摆系统模型 

 
Table 1. Parameters list of the System model  
表 1. 系统模型参数列表 

符号 名称 单位 符号 名称 单位 

R RL RRJ J J= =  左右车轮的转动惯量 2kg m⋅  δ  车体绕Y轴旋转角度 rad  

R RL RRM M M= =  左右车轮的质量 kg  δ  车体绕Y轴旋转角速度 rad s  

R  左右车轮的半径 m  PM  车体质量 kg  

pJ θ  车体绕通过质心且平行于Z轴的轴

的转动惯量 
2kg m⋅  

L  车体质心到Z轴的距离 m  

D  两车轮间距 m  

Pθ  摆杆与垂直方向的倾斜角度 rad  RL RRθ θ⋅  左右车轮绕Z轴转角 rad  

Pω  摆杆绕Z铀的旋转角速度 rad s  RL RRX X⋅  左右车轮位移 m  

PJ δ  车体绕Y铀的转动惯量 2kg m⋅  RMX  车体的行驶速度 m s  
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RL RLX R θ= ×                                      (1) 

RR RRX R θ= ×                                      (2) 

RL RRX X D δ− = ×                                     (3) 

sinP RM PX X L θ= +                                     (4) 

cosP P P RMX L Xθ θ= +                                   (5) 

cosP PY L θ=                                      (6) 

sinP P PY Lθ θ= −                                      (7) 

2RR RL RMX X X+ =                                    (8) 

其中 XRL 和 XRR 为半径为 R 转角为 theta 时的位移，D 为双轮的位移差导致 delta 转角的直径，XRM 为

双轮的位移和，(thetap)为倒立摆和水平面的夹角，L 为的高度。 
对系统的组成部分进行受力分析，结合牛顿第二定律，列写如下方程： 
左轮沿 X 轴方向： 

RL RL TL LX M H H= −                                    (9) 

右轮沿 X 轴方向 

RR RR TR RX M H H= −                                  (10) 

左轮绕 Z 轴： 

RL RL L TLX J R C H R= −                                (11) 

右轮绕 Z 轴： 

RR RR R TRX J R C H R= −                               (12) 

车体沿 X 轴： 

P P L RX M H H= +                                    (13) 

车体沿垂直方向 Y 轴： 

P P L R PY M V V M g= + −                                (14) 

车体绕通过质心且平行于 Z 轴的轴： 

( ) ( ) ( )sin cosP P L R P L R P L RJ V V L H H L C Cθθ θ θ= + − + − +                (15) 

其中 ,L RC C 为电机对左右车轮的转矩。 
车体绕 Y 轴： 

( ) 2P L RJ H H Dδδ = −                                   (16) 

由 ( ) 2RM RL RRX X X= + 二阶求导得： 

( ) 2RM RL RRX X X= +                                    (17)   

由 sinP RM PX X L θ= + 二阶求导得： 
2cosP RM PX X L θθ= +                                     (18) 

由 cosP PY L θ= ，二阶求导得： 
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2cos sinP P P P PY L Lθ θ θ θ= − −                                (19) 

由 ( )RL RRX X Dδ = − 二阶求导得： 

( )RL RRX X Dδ = −                                       (20) 

L RV V=                                          (21) 

其中， ,L RH H 分别是左右轮对车体沿 X 方向的作用力； ,L RV V 分别是地面对左右车轮的支撑力； ,TL TRH H
分别是地面对左右车轮的摩擦力，M 为轮子的质量，J 为转动惯量。 

,P Pθ θ 在 Pθ 接近为 0 时，可以忽略，从而获得系统状态方程如下： 
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其中， 
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需要指出的是，在建模过程中为了降低系统的复杂度，在平衡点附近进行了线性化近似。由于两轮

式倒立摆系统本身是一个非线性的系统，线性化之前的方程过于复杂，求解过程繁琐，同时为了实现系

统的控制，进行了线性化处理，在小角度范围内，取 sin ,cos 1P P Pθ θ θ≈ ≈ 。 
除此之外， PJ δ 是车体绕垂直方向轴的转动惯量，它的值还与 Pθ 有关，因为系统在运行中 Pθ 在一个

较小的角度范围内不断变化。为了简化，我们取 0PPJ δ θ = 来代替 PJ δ 的值，以简化系统的计算。 
电机转矩C 和控制电压 PJ δ 的关系为： PJ δ ，其中 ,M EK K 为电机的力矩系数和反电动势系数。将该

式带入状态方程得到如下状态空间方程： 

2 23 2 2

4 43 4 4
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0 0 0 1 0
0
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2 M EK Kη =  

6 6

0 1 0
0 M E M

U
DK K B R K B δ

δδ
δδ

      
= +      −      







                       (24) 

系统的具体参数为见表 2。从系统的状态空间方程能够发现，双轮倒立摆的姿态控制和旋转角度控

制是相互独立的，由此可以设计双闭环的 PID 控制器，来保证系统自身稳定及姿态角度旋转的实现。 

3. PSO-PID 控制器设计 

双轮倒立摆自身无法稳定，需要设计控制器使系统稳定。随着数字计算机的快速普及以及设计简单

等特点，PID 控制器在工业中使用率很高，然而长期困扰控制器设计人员的问题是 PID 控制器参数的整

定。为了设计能够使双轮倒立摆稳定的 PID 控制器，本文采用粒子群优化算法对 PID 控制参数进行优化，

算法的整体结构图如图 2 所示。 
考察系统的状态空间表述，确定倒立摆系统需要控制的状态量为 RM PX θ− 通道及δ 变量，控制量分

别为Uθ 和Uδ ，因此系统是全驱动的，从而可以设计独立双闭环的 PID 控制器。控制器设计需要满足系

统的稳定性，快速性和可实现性，因此，提取代价函数 J ，如下所示： 

( ) ( )0 1 20
d

t
rJ w t w e w uτ τ τ= + +∫                                 (25) 

其中， 0 1 2, ,w w w 是权系数，作用是调节各个参与项对代价函数的影响，设定权系数的原则是基本保证加

权后的参与项数量级能够保持一致； rt 为系统的上升时间， ( )e t 为系统的误差， ( )u t 为系统的控制量，

这样设计的代价函数能够满足快速性，稳定性和物理可实现性的要求。 
为了在解空间内找到最合适的参数组合，结合代价函数设计粒子群优化算法，从而解决系统的参数

整定问题。 
粒子群优化算法具有独特的搜索机制，首先在可行解空间和速度空间随机初始化粒子群，即确定粒

子的初始位置和初始速度，其中位置用于表征问题解[7] [8]。例如，d 维搜索空间中的第 i 个粒子的位置

和速度可表示为 ,1 ,2 ,, , ,i i i i dX x x x =   和 ,1 ,2 ,, , ,i i i i dV v v v =   。通过评价各微粒的代价函数，确定 t 时刻

每个粒子所经过的最佳位置 iP 及群体发现的最佳位置 gP ，再按式进行各个粒子的速度和位置更新。 
 

Table 2. Parameters of the system 
表 2. 系统参数 

物理量 数值 物理量 数值 

R(m) 0.105 MP(kg) 16.33 

MR(kg) 1.13 L(m) 0.087 

JR(kg m2) 0.006 D(m) 0.41 

JPθ(kg m2) 0.804 KM(Nm/V) 0.051 

JPδ(kg m2) 0.191 KE(Vs/rad) 0.573 

 

PID控制器 系统模型

PSO参数整定

输入 输出

 
Figure 2. PSO-PID controller 
图 2. PSO-PID 控制器设计 
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( ) ( ) ( ) ( ), , 1 1 , , 2 2 , ,1i j i j i j i j g j i jv t v t c r p x t c r p x tω    + = + − + −                       (26) 

( ) ( ) ( ), , ,1 1i j i j i jx t x t v t+ = + +                               (27) 

其中，ω 为惯性权因子， 1c 和 2c 为正的加速常数， 1r 和 2r 为在 0 和 1 之间均匀分布的随机数。另外可以

引进压缩因子，这种调整方法通过合适选取参数，可以确保粒子群算法的收敛性，并可以取消对速度边

界的限制。 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }, , 1 1 , , 2 2 , ,1i j i j i j i j g j i jv k v k c r p k x k c r p k x kχ    + = + − + −                    (28) 

1 2
2

2 , , 4
2 4

c cχ ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ

= = + >
− − −

                           (29) 

特别地，当 1c 和 2c 都等于 2.05 时， 4.1φ = 且 0.729χ = 。 
基本粒子群优化算法流程如下。 
步骤 1 随机初始化种群中各粒子的位置和速度。如果搜索空间为 d 维，则每个微粒中包含 d 个变量。 
步骤 2 评价种群中所有粒子，将当前各粒子的位置和目标值存储于各个粒子的最优值中，将所有最

优值中最好的个体位置及目标存储于群体最优值中。 
步骤 3 按照算法更新各个粒子的速度和位置。 
步骤 4 评价种群中的所有粒子。 
步骤 5 比较种群中每个粒子当前目标值和其最优值，如果当前值更好，则用粒子的当前位置和目标

替换最优值的信息。 
步骤 6 比较当前所有最优值和群体最优值，更新群体最优值。 
步骤 7 如果终止准则满足，则输出群体最优值及具体位置信息并终止算法，否则转向步骤 3。 

4. 仿真实验 

依赖式(24)的代价函数表现形式，取权系数分别为 100，1 和 0.001，此时代价函数受上升时间、偏差

及控制量的影响比重在一个数量级上。图 3 及图 4 分别为姿态控制和角度控制的代价函数迭代过程。从

迭代结果中可以发现，算法最终都收敛到相比初始值小 5%左右，实现了寻优的作用，图 3 中的进化过程 
 

 
Figure 3. Iterative process of cost function of attitude control 
图 3. 姿态控制的代价函数迭代过程 
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相比图 3 收敛慢，原因在于姿态控制中的 PID 参数有 6 个，而角度控制中的参数只有 3 个，从寻优解空

间角度解释为：在高维空间寻找最优解的难度相比低维空间要高，耗时也更多。计算时间上统计为：姿

态控制优化过程中，种群数为 300，迭代 50 代共耗时 32.9 秒，而角度控制优化过程中，种群数为 300，
迭代 50 代共耗时 15.76 秒。从统计数据上可以发现，采用粒子群优化参数过程中，需要寻优的参数越多，

维度越高，耗时成比增长，为了降低耗时，可以考虑降低种群数，在本实验中，使用的是离线算法，不

需要特别考虑实时性控制的问题，所以种群数定为 300 是合理的，同时也能够解决参数整定的问题。 
图 5 和图 6 表示的是车体姿态的保持曲线。图 5 中未整定 PID 控制器上升时间比 PSO 整定过的 PID

控制器更小，PSOPID 控制器的稳定时间更短；从图 6 可以看出，PSOPID 控制器的超调更小，对车身姿

态的保持更为有利。图 7 中的曲线描述了车体角度的控制，同车轮相应类似，也是优先考虑了上升时间，

更加快速完成了角度的调整，实现了控制的要求。 
通过上述实验结果可以发现，利用粒子群优化算法能够有效改善控制效果，在保证系统稳定可控的

前提下，根据各个控制环节，选择不同的侧重，提高整体的控制效果。 
 

 
Figure 4. Iterative process of cost function of angle control 
图 4. 角度控制的代价函数迭代过程 

 

 
Figure 5. Curve of wheel rotation state controlling 
图 5. 车轮转动状态的控制曲线 
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Figure 6. Curve of vehicle posturecontrolling 
图 6. 车体的姿态控制曲线 

 

 
Figure 7. Curve of vehicle angle controllin 
图 7. 车体的角度控制曲线 
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