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摘  要 

目的：为验证铣削加工面齿轮齿面的精度是否满足相应标准。方法：首先由包络法以及齿轮啮合基本原

理，建立正交面齿轮齿面方程，从而建立面齿轮模型；通过五轴数控机床铣削加工了三齿面齿轮，通过
3D扫描仪获取实际加工出的齿面，并与理论齿面进行对比分析。结果：铣削加工出的面齿轮齿面在齿顶

和齿根位置精度较低，不能满足相应标准。结论：铣削加工面齿轮齿面需要合理规划刀具在齿根及齿根

位置的路径，以提高面齿轮齿面的铣削加工精度。 
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Abstract 
Objective: To verify whether the accuracy of the milled and machined face gear tooth face meets 
the corresponding standard. Method: Firstly, the orthogonal face gear tooth equation was estab-
lished by the envelope method and the basic principle of gear meshing, so as to establish the face 
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gear model; the three-tooth face gear was milled by a five-axis CNC machine, and the actual ma-
chined tooth face was obtained by a 3D scanner and compared with the theoretical tooth face for 
analysis. Results: The accuracy of the milled face gear tooth surface in the tooth top and tooth root 
position is low and cannot meet the corresponding standard. Conclusion: Milling the face gear tooth 
surface requires reasonable planning of the tool path in the tooth root and root position to improve 
the milling accuracy of the face gear tooth surface. 
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1. 引言 

面齿轮作为一种新型的齿轮传动方式具有传统齿轮不具备的优点，如：高重合度、低振动以及安装

结构简单等。国外已经成功研制面齿轮高精度加工机床，且面齿轮的设计、计算、加工以及检测已经形

成一套标准，将面齿轮成功应用到直升机主减速器中，取得了较好的成果[1]-[7]。 
国内由于在面齿轮研究方面起步较晚[8]，目前还未研制出高精度面齿轮加工机床。率先对面齿轮传

动进行研究的是南京航空航天大学的朱如鹏教授及其带领的课题组，并且研制出了国内第一台面齿轮插

齿机床[9]。陈冠峰[10]等提出基于立铣到侧刃五轴铣削面齿轮的加工方法，开发了干涉判断算法；薛东

彬[11]等利用三维模型对直齿面齿轮齿形进行了研究，采用成形法在数控机床上加工面齿轮并进行可行性

分析，证明了铣削加工面齿轮的可行性；林超[12]等采用三轴数控机床加工正交变传动比面齿轮，并进行

齿轮副对滚和齿面测量试验，验证了该加工面齿轮方法准确性；唐进远[13]等提出一种插铣加工面齿轮齿

面的方法，其原理是基于多线包络加工方法；王延忠[14] [15]提出五轴数控铣床加工面齿轮和盘刀铣削加

工面齿轮的加工方法，在五轴铣削加工面齿轮上进一步提高了齿面精度和加工效率，在盘刀铣削加工上

得到了面齿轮加工误差与安装和运动参数之间的关系。 
本文将推导正交面齿轮齿面方程及建立三维模型，通过五轴数控机床铣削加工了三齿面齿轮，利用

3D 扫描仪获得实际齿面，并与理论模型齿面进行对比分析。 

2. 正交面齿轮齿面的建立 

根据齿轮啮合分析方法和包络法求解共轭齿面的原理，通过三次坐标系的齐次变换，即可得到面齿

轮齿面方程，其包络过程如图 1 所示。图 1 所示的四个坐标系为刀具齿轮固定坐标系及其随动坐标系、

被加工面齿轮随动坐标系及其固定坐标系，依次为 1 1 1 1T T T TO X Y Z− 、 2 2 2 2T T T TO X Y Z− 、 2 2 2 2F F F FO X Y Z− 和

1 1 1 1F F F FO X Y Z− ，其中刀具齿轮随动坐标系是由固定坐标系绕 1 1T TO Z 旋转 Tϕ 得到的，同理被加工面齿轮固

定坐标系绕 1 1F FO Z 旋转 Fω 得到的随动坐标系，而 Tω ， Fω 为刀具齿轮和面齿轮齿坯的转动角速度， r 为
刀具齿轮的分度圆半径。 

如图 1，被加工面齿轮和刀具齿轮之间是一种啮合的过程，两者之间满足如下关系： 

1F T T
TF

T F F FT

Nq
N q

ϕ ω
ϕ ω

= = = =                               (1) 
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式中：qTF和 qFT、NF和 NT分别为两齿轮之间的传动比、被加工面齿轮的齿数和刀具齿轮的齿数。 
 

 
Figure 1. Coordinate system of orthogonal gear envelope machining 
图 1. 正交面齿轮包络加工坐标系 

 
根据坐标系变换关系可以知道，坐标系 2 2 2 2T T T TO X Y Z− 到坐标系 1 1 1 1T T T TO X Y Z− 的齐次坐标转换矩阵、

坐标系 1 1 1 1T T T TO X Y Z− 到坐标系 1 1 1 1F F F FO X Y Z− 的齐次坐标转换矩阵和坐标系 1 1 1 1F F F FO X Y Z− 到坐标系

2 2 2 2F F F FO X Y Z− 的齐次坐标转换矩阵分别为式(2)、式(3)和式(4) 

1, 2 2, 1

cos sin 0 0
sin cos 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

T T

T T T
T T T T

ϕ ϕ
ϕ ϕ
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= ＝M M                       (2) 
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M M                         (3) 

1, 2 2, 1

cos sin 0 0
sin cos 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

F F

T F F
F F F F

ϕ ϕ
ϕ ϕ

 
 −    = =     
 
 

M M                      (4) 

由式(2)、式(3)和式(4)得到坐标系 2 2 2 2T T T TO X Y Z− 到坐标系 2 2 2 2F F F FO X Y Z− 即到刀具齿轮随动坐标系到

被加工面齿轮齿坯随动坐标系的齐次坐标转换矩阵为 

2, 2 2, 2 2, 1 1, 1 1, 2

cos cos cos sin sin sin
sin cos sin sin cos cos

sin cos 0
0 0 0 1

T
F T T F F T F T T T

F T F T F F

F T F T F F

T T a

d
d

r

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ

         = = ⋅ ⋅         
− − − 
 − − − =
 − −
 
 

M M M M M

                    (5) 

刀具齿轮是标准的直齿圆柱齿轮，如图 2 所示其轴截面是标准的渐开线齿面。图中 br 、 kα 、 kr 、 kθ 、

Tα 、 Tm 以及“ a a− ”和“ b b− ”分别为基圆半径、齿面上 K 点处压力角、齿廓上某点 K 处的半径、K
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点处的矢径与坐标轴 T TO Y 的夹角、分度圆压力角、模数以及齿槽两侧齿面。 
 

 
Figure 2. Tool involute tooth profile 
图 2. 刀具渐开线齿廓 

 

根据齿轮的基本知识可以知道，基圆半径 br 、K 点处的半径 kr 以及 K 点处的矢径与坐标轴 OTYT 的

夹角 kθ 分别由式(6)、式(7)以及式(8)表示 

cosb T T Tr m N α=                                   (6) 

/ cosk b kr r α=                                   (7) 

/ 2k T T kN inv invθ π α α= − +                            (8) 

式中： tanT T Tinvα α α= − ， tank k kinvα α α= − 为两渐开线函数即分度圆压力角的渐开线函数以及 k 点处压

力角的渐开线函数。 
则刀具齿轮的齿面方程为 

( ) [ ]

sin
cos

, 1

1

k k

T k k
M k k T T T

k

r
r

r u x y z
u

θ
θ

α

± 
 
 = =
 
 
 



                        (9) 

式中： ku 为齿宽方向的参变量；“+”和“−”分别表示为右齿廓“b b− ”和左齿廓“ a a− ”。 
刀具齿廓曲面方程从其随动坐标系 2 2 2 2T T T TO X Y Z− 转换到面齿轮随动坐标系 2 2 2 2F F F FO X Y Z− 后，得到

在坐标系 2 2 2 2F F F FO X Y Z− 中的刀具齿廓曲面方程为 

( ) ( )
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                         (10) 

由包络原理可以知道，被加工面齿轮的齿面和刀具齿轮的齿面存在以下的包络关系为 

0F F F

k k T

r r r
uα ϕ

∂ ∂ ∂
× ⋅ =

∂ ∂

  

                                  (11) 
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因此，将上式与式(10)式进行联立，即得到了面齿轮齿廓曲面方程 

( ) ,, ,

0

F k T k F T T

F F F

k k T

r u r

r r r
u

α ϕ

α ϕ

  = ⋅ 
 ∂ ∂ ∂

× ⋅ = ∂ ∂

 

  

M
                              (12) 

上式中第一式和第二式同时包含三个变量，分别为 kα 、 Tϕ 和 ku ，第二式包络条件中的变量 kα 和 Tϕ
可以用来表示 ku ，并带入第一式中，得到含变量 kα 和 Tϕ 的面齿轮齿面方程。应用数值分析软件完成了

面齿轮齿面可视化程序，建立了面齿轮齿廓曲面如图 3 所示，其主要参数：齿数为 300z = ，模数为 12m = ，

压力角为 25α = °，齿顶高系数 * 1ah = ，顶隙系数 * 0.25c = 。 
 

 
Figure 3. Face gear tooth profile surface 
图 3. 面齿轮齿廓曲面 

3. 正交面齿轮加工、测量与分析 

3.1. 正交面齿轮齿面加工 

从图 3 得到面齿轮齿廓曲面可以看出，面齿轮的齿面是一种空间曲面，而目前国内还没有专门用来

加工高精度面齿轮的专用机床，因此通过数控机床采用铣削加工方式，加工出三齿面齿轮样件。本文将

通过 EMCOLINEARMILL_600_HD 五轴联动加工心加工面齿轮，面齿轮主要参数如表 1。 
 

Table 1. Face gear parameters 
表 1. 面齿轮参数 

 齿数 模数(mm) 压力角(˚) 齿顶高系数 顶隙系数 齿宽(mm) 
面齿轮 300 12 25 1 0.25 130 
圆柱齿轮 25 12 25 1 0.25 140 
刀具齿轮 26 12 25 1 / / 

 
由表 1 中面齿轮参数，根据面齿轮的齿面方程计算得到该参数下面齿轮的最大外半径和最小内半径

分别为 2023.1 mm 和 1636.3 mm，受限于五轴加工中心加工尺寸的限制，将该参数下的面齿轮简化成三

齿面齿轮。通过三齿面齿轮模型在相应的加工软件中对面齿轮的齿面进行刀路的生成并进行刀路优化，

得到面齿轮齿面的刀路如图 4，最后通过加工得到三齿面齿轮样件如图 5。 
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Figure 4. Face gear tooth path 
图 4. 面齿轮齿面刀路图 

 

 
Figure 5. Machined three-tooth gear 
图 5. 加工出的三齿面齿轮 

3.2. 正交面齿轮齿面测量分析 

基于 3D 扫描的面齿轮齿形误差测量方法是应用 3D 扫描设备，采用照相法扫描实际齿面，得到实际

齿面数据模型，通过专业的误差分析软件，将面齿轮的实际模型与理论模型进行对比分析，得到实际加

工的面齿轮齿面上各点与理论齿面的误差，可分析整体的面齿轮齿形误差、齿距累积误差、齿厚偏差等

误差参数。试验所使用的 3D 扫描软件为 MetraSCAN 3D 扫描仪。该系统可用于对生产工具、夹具、配

件、半成品或成品进行逆向工程和尺寸检测，测量尺寸介于 1 米到 3.5 米之间，精度最高可达 0.024 mm。 
使用扫描仪时，首先按照顺序将扫描仪镜头、控制器、测头和电脑按照一定的顺序进行连接。在进

行正式扫描前，为了保证其扫描精度需将扫描仪镜头以及测头进行校准。正式进行扫描时，必须保证被

测物体固定，不能随意移动，否则会造成扫描失败。扫描时只需手拿测头在合适的距离内围绕被测物体

进行移动。 
将 3D 扫描出的面齿轮三齿模型，通过在专业的三维检测软件中进行误差测量和对比。本文所使用

的三维扫描处理软件为 Geomagic Studio。该软件还拥有非常实用的网格编、点云、曲面的处理功能，可

以进行自动缝合、补面和点云的三点拼接等，而且可以生成非常实用的检测分析报告。将扫描出的面齿

轮三齿模型与在三维造型软件中建立的模型进行对比与分析，模型如图 6 和图 7 所示。 
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Figure 6. Scanning model 
图 6. 扫描模型  

 

 
Figure 7. Theoretical model 
图 7. 理论模型 

 

在 Geomagic Studio 将理论模型设置为参考模型，扫描模型设置为测试模型。将扫描模型与理论模型

的全局坐标设置在模型中心位置，半径方向为 X 轴，基圆切线方向设置为 Y 轴，齿顶面法线方向设置为

Z 轴。通过软件中的最佳方式进行对齐。测量的误差对比云如图 8。 
 

 
Figure 8. Machining model error cloud 
图 8. 加工模型误差云图 

 

误差对比过程中，数据点的偏差分布如表 2，通过分析，84.99%的数据点偏差均分布在+0.35~−0.35
范围内，得到齿面测量数据点的偏差分布图，如图 9 所示。 
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Table 2. Distribution of deviations 
表 2. 偏差分布 

≥Min <Max #点 % 
−7.0000 −5.8916 23799 2.2676 
−5.8916 −4.7833 47634 4.5387 
−4.7833 −3.6750 6706 .6390 
−3.6750 −2.5667 651 0.0620 
−2.5667 −1.4583 1001 0.0954 
−1.4583 −0.3500 6474 0.6169 
−0.3500 0.3500 892021 84.9942 
0.3500 1.4583 7821 0.7452 
1.4583 2.5667 1373 0.1308 
2.5667 3.6750 337 0.0321 
3.6750 4.7833 5386 0.5132 
4.7833 5.8916 18558 1.7683 
5.8916 7.0000 37747 3.5966 

 

 
Figure 9. Deviation distribution chart 
图 9. 偏差分布图 

 

上述偏差分布是针对于整个扫描模型与理论模型进行的对比，由于在模型对比分析中理论模型和实

际模型在底座位置尺寸不同，且面齿轮受力时主要是看接触面及齿面的加工误差程度。因此以下进行了

面齿轮轮齿两侧齿面的测量，测量结果对比云图如图 10 和图 11 所示。 
 

 
Figure 10. Cloud of machining error on the left side of the tooth surface of the face gear wheel 
图 10. 面齿轮轮齿左侧齿面加工误差云图 
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Figure 11. Cloud of machining error on the right side tooth surface of the face gear tooth 
图 11. 面齿轮轮齿右侧齿面加工误差云图 

 
Table 3. Comparison of machining errors of individual points on the left side of the tooth face of face gear teeth 
表 3. 面齿轮轮齿左侧齿面个别点加工误差对比表 

点号 公差 X 坐标偏差 Y 坐标偏差 Z 坐标偏差 总偏差 偏差半径 
A001 ±1.0 +0.0009 −0.0266 +0.0111 0.0288 1.000 
A002 ±1.0 0.000 +0.0036 −0.0016 −0.0039 1.000 
A003 ±1.0 −0.0002 −0.0450 +0.0229 +0.0505 1.000 
A004 ±1.0 −0.0001 −0.0420 +0.0195 +0.0463 1.000 
A005 ±1.0 +0.0002 −0.0194 +0.0086 +0.0212 1.000 
A006 ±1.0 −0.0002 −0.0178 +0.0091 +0.0200 1.000 
A007 ±1.0 +0.0001 +0.0164 −0.0064 −0.0176 1.000 
A008 ±1.0 −0.0000 −0.0031 +0.0014 +0.0034 1.000 
A009 ±1.0 −0.0011 −0.0448 +0.0246 +0.0511 1.000 
A010 ±1.0 −0.0007 −0.0297 +0.0138 +0.0328 1.000 
A011 ±1.0 +0.0011 −0.0269 +0.0124 +0.0296 1.000 
A012 ±1.0 +0.0010 −0.0539 +0.0251 +0.0595 1.000 

 
Table 4. Comparison of machining errors of individual points on the right side of the teeth of face gears 
表 4. 面齿轮轮齿右侧齿面个别点加工误差对比表 

点号 公差 X 坐标偏差 Y 坐标偏差 Z 坐标偏差 总偏差 偏差半径 
A001 ±1.0 +.0.0006 +0.0228 +0.0116 +0.0256 1.000 
A002 ±1.0 +0.0011 +0.0400 +0.0204 +0.0450 1.000 
A003 ±1.0 +0.0017 +0.0531 +0.0222 +0.0576 1.000 
A004 ±1.0 +0.0014 +0.0326 +0.0276 +0.0428 1.000 
A005 ±1.0 +0.0001 +0.0363 +0.0185 +0.0407 1.000 
A006 ±1.0 +0.0009 +0.0491 +0.0230 +0.0542 1.000 
A007 ±1.0 0.0000 +0.0189 +0.0088 +0.0208 1.000 
A008 ±1.0 +0.0006 +0.0307 +0.0260 +0.0403 1.000 
A009 ±1.0 +0.0008 +0.0507 +0.0256 +0.0568 1.000 
A010 ±1.0 0.0000 +0.0571 +0.0264 +0.0629 1.000 
A011 ±1.0 −0.0004 +0.0545 +0.0276 +0.0611 1.000 
A012 ±1.0 +0.0006 −0.0254 +0.0106 +0.0276 1.000 
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通过面齿轮轮齿左右齿面误差对比云图以及测量齿面上一系列点得到的表 3 和表 4 可以看出，在面

齿轮轮齿左侧齿面上，存在加工误差最大点出现在接近齿顶处为 0.703 mm，由于齿顶平面为车削加工，

未进行磨削加工，平面度较差，造成齿顶处个别点误差较大；最小点出现在单个轮齿中间位置为 0.0034 
mm。在面齿轮轮齿右侧齿面上，最大点出现在靠近轮齿齿根部位为 0.0629 mm，最小点仍然出现在轮齿

的中间位置。由于轮齿根部的空间较小，球头铣刀在齿根位置运动受限，铣削加工刀路规划不合理，而

造成的加工误差偏大，这一结果也提示在后期面齿轮铣削加工时，在面齿轮齿根位置要合理的优化加工

刀路，提高齿根的加工精度。 
面齿轮偏差允许值目前没有标准，参照圆柱齿轮偏差允许值，选取精度等级为 7 级，分度圆直径在

2500 mm 到 4000 mm 之间，模数在 10 到 16 之间的直齿圆柱齿轮齿廓总偏差允许值为 0.049 mm。扫描测

量的齿面最大误差为 0.0629 mm，由于扫描测量仪本身存在 0.024 mm 的误差，因此该点的误差是在

0.0869~0.0389 mm范围内，齿根位置是面齿轮传动中的齿顶间隙，不参与齿面接触，且根据分析0.0629 mm
的加工或安装误差均能使面齿轮传动正常运转。 

4. 结语 

根据齿轮啮合原理和包络法得到面齿轮齿面方程，通过铣削加工得到面齿轮实际齿面，由 3D 扫描

仪获得实际齿面模型与理论齿面进行对比分析。结果表明铣削加工的面齿轮齿面存在超出相应标准下的

允许范围，超出允许范围的点主要分布在齿顶和齿根位置，因此需要合理规划铣刀在齿顶和齿根位置的

刀路路径，以提高面齿轮齿面精度，验证了铣削加工面齿轮方法的可行性，并为提高面齿轮齿面加工精

度方法提供参考。 
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