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Abstract 
With the increasing emphasis on the environment and the improvement of monitoring technology, 
there appear more and more multivariate data in which the variable sets have multi-collinearity 
problem. The water quality data of Taizi River belong to this kind of data. In order to avoid the li-
mitation of the traditional method, the principal basis analysis method based on the Gram- 
Schmidt transform is used to the feature selection of the water quality data of the Taizi River. This 
method selects information effectively from the large-scale variable set with the minimal loss of 
original information. Meanwhile, this method can exclude all redundant variables and reduplicate 
information. Furthermore, it can obtain a mini-dimensional orthogonal basis. Using the measure-
ment of the net information content ratio of the selected features, it is effective to select the rep-
resentative water quality monitoring variables. It is conducive to the improvement of water qual-
ity monitoring work and the experimental results indicate the effectiveness of this method. 
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摘  要 

随着人们对环境的日益重视和监测技术的提高，水质监测中出现了越来越多变量相关的多变量数据。其

中，太子河水质数据属于数据相关的多变量数据。由于传统方法的局限性，本文利用基于Gram-Schmidt
变换的主基底分析方法进行太子河水质数据的监测指标筛选工作。这种方法能够在原数据信息损失尽可

能小的前提下，排除所有的冗余变量以及变量集合中的重叠信息，有效地对大规模变量集中的信息进行

筛选，从而得到一个标准正交的主基底。并且，通过对所选基底的“净信息含量比”的测度，可以有效

地选择具有代表性的水质监测变量。有利于对水质监测工作进行科学合理的改进。数值实验表明，使用

Gram-Schmidt变换的主基底分析方法对太子河水质数据进行分析是有效的。 
 
关键词 

Gram-Schmidt变换，主基底，变量筛选 

 
 

1. 引言 

在许多研究领域的建模与数据处理工作中，为了不遗漏重要的信息，研究人员往往倾向于选择数量

较多的初始变量。这样形成的数据集具有高维度，变量中的冗余信息较多。很多时候自变量集合中包含

严重的多重相关性，如果直接采用所有这些变量进行建模，还将对分析结论造成不良影响。很多的多元

统计方法比如多元线性回归、Fisher判别、聚类分析等都具有变量筛选的功能。然而从理论上看，当变量

集合中存在严重的多重相关性时，这些方法的计算精度都会受到影响。在数据降维方面也有许多非常经

典的方法，例如主成分分析、因子分析、典型相关分析等。已经被广泛应用于环境问题中高维数据的降

维和分类 [1]-[8]。这些方法的共同特点是依照某种最优化原则，在原变量 1 2, , , px x x 中提取成分

1 2, , , ,mF F F m p< ，然后再利用这些成分进行相关的分析工作。但是，由于每一个成分都是原始变量的

线性组合，所以这些方法都没有变量筛选的功能。一个突破性的研究进展是文献[9]提出的改良主成分分

析方法。该方法通过变量筛选，找到原始变量集合的一个子集，使得筛选后的变量尽可能地在表现主成

分的结构方面与原变量有很相似的效果。此外，一种简便可靠的基于Gram Schmidt过程的主基底分析方

法被提出来并应用于指标筛选[10]。该方法可以消除重叠信息的所有冗余变量，在信息的损失降低到最少

的前提下，得到一组正交基，可以更有效地进行变量筛选。 
本文中，将应用这种方法进行太子河水质数据的指标筛选，更有效地选择具有代表性的变量。 

2. 基于 Gram-Schmidt 变换的变量筛选方法 

2.1. 主基底分析方法 

用于指标筛选的主基底分析方法就是基于主成分分析的 Gram-Schmidt 过程[10]。它的原理如下： 
定义 1：记 1 2, , , px x x 是秩为 ( )s s p≤ 的向量集， 1 2, , , sz z z 是经过 Gram-Schmidt 过程后得到的正交
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向量。如果满足条件 ( ) ( ) ( )1 2 sVar z Var z Var z≥ ≥ ≥ ，并且 ( )
1

s

j
j

Var z
=
∑ 达到最大值，则 1 2, , , sz z z 就是相

应于原始变量的主基底。 
从 Gram-Schmidt 过程和定义 1 得到，最大方差法可以被用于得到一组变量的主基底，具体计算过程

如下： 
1) 对向量 1 2, , , px x x 进行标准化； 
2) 令 1 kz x= ，要求满足 

( ) ( )2 2

1,2, ,1 1
, max ,

p p

k j i ji pj j
r x x r x x

== =

=∑ ∑


                                (1) 

不妨假设 1k = ，那么 1 1z x= ； 
3) 对于剩下的变量 2 3, , , px x x ，继续分别和 1z 进行 Gram-Schmidt 变换，得到一组相应的变量： 

( )
T

11
1T

1 1

,   2,3, ,j
j j

x z
z x z j p

z z
= − =                                   (2) 

4) 对于 ( ) ( ) ( )1 1 1
2 3, , , pz z z ，选择这组变量中方差最大的一个记为 2z ，that is 

( ) ( )( ){ }1
2 2,3, ,

max jj p
Var z Var z

=
=



                                  (3) 

不妨假设 ( )1
2 2z z= ，也就是 2x 是第二个进行 Gram-Schmidt 变换的向量； 

5) 对于剩下的变量 3 4, , , px x x ，分别和 1 2,z z 进行 Gram-Schmidt 变换。得到一组相应的变量： 

( )
T T

1 22
1 2T T

1 1 2 2

,   3, ,j j
j j

x z x z
z x z z j p

z z z z
= − − =                                (4) 

6) 对于 ( ) ( )2 2
3 , , pz z ，选择具有最大方差的变量记为 3z ，即 

( ) ( )( ){ }2
3 3, ,

max jj p
Var z Var z

=
=



                                   (5) 

7) 重复以上的过程，得到一组相互正交的向量 1 2, , , sz z z 。 
根据主基底中信息量的特点，下面给出净信息总量和净信息含量比的概念： 
定义 2： 1 2, , , px x x 是秩为 ( )s s p≤ 的一组向量。经过 Gram-Schmidt 变换后得到主基底 1 2, , , pz z z ，

主基底的信息总量 ( ) ( )
1

1, 2, ,
s

j
j

Var z j s
=

=∑  就是原始向量 1 2, , , px x x 的信息总量。 

定义3：对任意的 ( )1, 2, ,kz k s=  ，定义它所携带的“净信息含量比”为 

( )

( )
1

1

h
N s

j
j

Var z
R

Var z
=

=
∑

                                       (6) 

根据累计的净信息含量比，就可以最终确定在应用分析中所需要的主基底的维数。 

2.2. 主基底分析和主成分分析的比较 

设原始变量集合为 1 2, , , px x x ，则该数据集合的总信息量为 ( ) ( )
1

1, 2, ,
s

j
j

Var x j p
=

=∑  ，经主成分分

析计算后得到的主成分集合为 1 2, , , pF F F ，并且有 ( ) ( ) ( )1 2 0pVar F Var F Var F≥ ≥ ≥ ≥ 。如果最终保留

了m个成分，则原始变量的总信息量被分解为两个部分，这可以表达为 
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( ) ( ) ( )
1 1 1

p pm

j j j
j j j m

Var x Var F Var F
= = = +

= +∑ ∑ ∑                              (7) 

其中， ( )
1

m

j
j

Var F
=
∑ 为保留的信息； ( )

1

p

j
j m

Var F
= +
∑ 为被删除的信息。 

由于有 ( )1 1 2 2 1, ,j j j pj pF a x a x a x j p= + + + =  ，所以很显然，主成分分析不能解决变量筛选的问题。

而且，变量之间的多重相关性和冗余信息还会对主成分分析的计算结论产生重要的影响。 
与之相反，主基底分析中的信息分解与选择则采用了完全不同的一种形式。对于一组秩为 ( )s s p≤ 的

变量集合 1 2, , , px x x ，经过主基底分析后，得到s个主基底变量 1 2, , , sz z z 。为了记号方便起见，这里不

妨设与 1 2, , , sz z z 对应的关联变量分别为 1 2, , , sx x x 。于是，其信息分解方式可以表达为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

2
1

1 2 1 1 2 1 1
,

p ps s s s i

i j j j i j i
i i i s j i j i s

Var x Var x Var x Var x Var z r x z Var x
−

= = = + = = = = +

= + + = + +∑ ∑ ∑ ∑ ∑∑ ∑  

其中， ( )
1

s

j
j

Var z
=
∑ 为保留信息，也为全部的净信息； ( )

1

p

j
i s

Var x
= +
∑ 为被删除变量的信息。特别值得关注的

部分是 ( )
1

2

2 1
,

s i

i j
i j

r x z
−

= =
∑∑ ，这里是在由 1 2, , , px x x 得到 1 2, , , sz z z 的过程中，逐渐被剥离的重叠信息的总和。

式(19)说明，通过Gram-Schmidt过程不但可以完整地删除所有的冗余变量，而且还可以有效地拆分和去除

1 2, , , px x x 之间多重相关性的冗余信息。 

3. 案例研究 

3.1. 研究区域及数据 

太子河发源于抚顺，全长约413 km，流域面积约13,883 km2。太子河辽阳段位于太子河中游，经本溪

市进入辽阳市境内，入口与参窝水库相接，出口进入鞍山境内，境内流程142.8 km，流域面积约4000 km2，

约占全市总面积的85%。太子河辽阳段及其支流汤河、北沙河和柳壕河与参窝水库和汤河水库构成了辽

阳地表水监测体系。太子河辽阳段干流上共设有3个监测断面，分别为入市断面参窝坝下断面、国控断面

下王家桥断面和出市断面下口子断面。本文采用太子河流域的一个监测点参窝坝下2012年月度监测数据，

选取了13个变量， 1x ——流量(m3/s)， 2x ——水温(℃)， 3x ——pH， 4x ——电导率(MS/m)， 5x ——溶解

氧(mg/l)， 6x ——高锰酸盐指数(mg/l)， 7x ——五日生化需氧量(mg/l)， 8x ——氨氮(mg/l)， 9x ——石油类

(mg/l)， 10x ——挥发酚(mg/l)， 11x ——总磷(mg/l)， 12x ——氟化物(mg/l)， 13x ——阴离子表面活化剂(mg/l)。
原始数据见表1。 

3.2. 水质监测指标的筛选 

将主基底分析方法应用于太子河的水质数据，进行监测指标的筛选。 
首先，对于原始变量做标准化处理，之后，选取 1 kz x= ，使得 

( ) ( )2 2

1,2, ,1 1
, max ,

p p

k j i ji pj j
r x x r x x

== =

=∑ ∑


 

从表 2 中对应的最大数值可知， 1 10z x= 。 
通过计算这 13 个变量的相关系数矩阵，可以发现，在自变量集合间存在非常严重多重相关性。 
然后分别将 1 2 9 11 12 13, , , , , ,x x x x x x 与 1z 做 Gram-Schmidt 变换，并计算 ( )1 1, 2, ,9,11,12,13iz i =  的方差，

见表 3。由表 3 中对应的最大数值可知， 2 3z x= ，所以 3x 是主基底采用的第 2 个变量。重复以上过程，

直到所有的变量都经过 Gram-Schmidt 变换变成相互正交的变量。 
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Table 1. Original data 
表 1. 原始数据表 

变量 数值 

x1 (14.01, 8.32, 16.00, 15.60, 36.52, 96.59, 168.00, 66.00, 27.36, 32.00, 75.30, 72.00) 

x2 (1, 1, 1, 12, 14, 15, 15, 18, 22, 15, 10, 4) 

x3 (8.13, 8.11, 7.68, 8.00, 8.33, 8.12, 8.05, 7.79, 7.90, 8.22, 8.10, 8.00) 

x4 (48.3, 48.0, 50.3, 47.6, 43.7, 44.8, 45.3, 40.4, 39.6, 36.1, 33.5, 32.1) 

x5 (9.8, 9.8, 9.2, 10.4, 11.3, 8.0, 6.2, 7.5, 5.7, 6.3, 7.5, 8.3) 

x6 (2.35, 2.60, 2.31, 2.68, 3.16, 2.68, 2.89, 2.69, 2.32, 2.33, 2.47, 1.87) 

x7 (1.0, 2.5, 2.2, 2.6, 2.1, 1.0, 2.4, 2.6, 1.0, 1.0, 1.0 , 1.0) 

x8 (0.747, 0.543, 2.980, 1.958, 1.332, 0.863, 0.988, 0.688, 1.028, 1.399, 0.977, 0.535) 

x9 (0.06, 0.06, 0.06, 0.08, 0.07, 0.08, 0.08, 0.07, 0.06, 0.07, 0.06, 0.09) 

x10 (0.001, 0.001, 0.001, 0.001, 0.001, 0.0005, 0.0005, 0.0005, 0.0005, 0.0005, 0.0005, 0.0005) 

x11 (0.025, 0.068, 0.060, 0.048, 0.043, 0.040, 0.036, 0.070, 0.056, 0.005, 0.050, 0.020) 

x12 (0.504, 0.653, 0.795, 0.565, 0.553, 0.517, 0.377, 0.274, 0.200, 0.265, 0.255, 0.233) 

x13 (0.025, 0.063, 0.025, 0.025, 0.025, 0.025, 0.025, 0.025, 0.025, 0.025, 0.025, 0.025) 
 

Table 2. Values of ( )2

1
,

p

i j
j

r x x
=
∑  

表 2. ( )2

1
,

p

i j
j

r x x
=
∑ 的数值 

变量 x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 

( )2

1

,
p

i j
j

r x x
=
∑  2.556 2.589 1.782 3.680 3.514 2.185 2.860 2.212 

变量 x9 x10 x11 x12 x13    

( )2

1

,
p

i j
j

r x x
=
∑  1.856 4.528 2.450 4.345 2.134    

 
Table 3. Variance of ( )1 1,3 ~ 13iz i =  

表 3. ( )1 1,3 ~ 13iz i = 的方差 

变量 1
1z  1

2z  1
3z  1

4z  1
5z  1

6z  1
7z  

( )1
iVar z  0.578 0.648 0.995 0.453 0.241 0.941 0.797 

变量 1
8z  1

9z  1
11z  1

12z  1
13z    

( )1
iVar z  0.813 0.886 0.941 0.305 0.873   

 

计算每个变量的净信息含量 NIR ，得到主基底中各维变量 ( )1, ,13iz i =  的净信息含量比 NIR (见表 4)。
该表的第 1 行中，括号内的变量为各个 ( )1, ,13iz i =  所对应的原始变量。 

由表 4 得到的各变量累计净信息含量比，见图 1 可见，经过 Gram-Schmidt 正交变换后， 1 2 3 4 5, , , , ,z z z z z

6 7 8, ,z z z 的累积净信息含量比达到 96.096%。所以在太子河水质数据的研究中，选取 8 个原变量 10x ——挥发

酚(毫克/升)， 3x ——pH， 9x ——石油类(毫克/升)， 6x ——高锰酸盐指数(毫克/升)， 13x ——阴离子表面活化

剂(毫克/升)， 8x ——氨氮(毫克/升)， 1x ——流量(m3/s)， 4x ——电导率(MS/m)， 11x ——总磷(毫克/升)，
便可以 96.096%的精度代表所有原变量集合中的净信息量。 
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Table 4. RNI of variables 
表 4. 每个变量的 RNI值 

变量 ( )1 10z x  ( )2 3z x  ( )3 9z x  ( )4 6z x  ( )5 13z x  ( )6 8z x  ( )7 1z x  ( )8 4z x  

%NIR  17.519 17.4340 15.148 14.395 14.257 7.781 5.329 4.234 

变量 ( )9 11z x  ( )10 2z x  ( )11 7z x  ( )12 12z x  ( )13 5z x  
   

%NIR  1.707 1.625 0.271 0.261 0.041    
 

 
Figure 1. The cumulative net information content ratio 
图 1. 累计净信息含量比 

4. 结论 

在实际工作中，数据分析人员往往要面对变量数目庞大的数据.本文利用基于 Gram-Schmidt 变换的一

种主基底分析方法进行太子河水质数据的监测指标筛选工作。有效地利用主基底分析方法对大规模变量

集中的信息进行筛选，并且通过对所选基底的“净信息含量比”的测度从 13 个监测指标中选择具有代表

性的 8 个水质监测变量。有利于对水质监测工作进行科学合理的改进。 
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