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摘  要 

本文考察了在任意初始状态下不确定性机械臂的轨迹跟踪问题。首先，根据预设期望轨迹、随机变量概

率分布函数和虚拟误差变量，建立误差动力学系统。其次，运用虚拟控制信号和迭代学习分别补偿没有

运行的区间和处理随机变化的迭代长度。然后，通过自适应神经网络逼近机械臂的不确定性和外部干扰，

并通过复合能量函数证明了跟踪算法的可行性。最后，通过一个仿真例子表明了本文算法的有效性。 
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Abstract 
In this paper, trajectory tracking of uncertain manipulator under arbitrary initial conditions is 
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investigated. Firstly, the error dynamics is established according to the preset expected trajectory, 
the probability distribution function of random variables and the virtual error variable. Secondly, 
the virtual control signal and iterative learning are used to compensate the interval without oper-
ation and the iteration length with random changes. Then, the uncertainty and external distur-
bance of the manipulator arms are approximated by an adaptive neural network, and the practi-
cability of the tracking algorithm is inspected by a composite energy function. Finally, the simula-
tion example is certified to display the validity of the proposed algorithm. 
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1. 引言 

机械臂在工业领域的广泛应用将人类从繁杂的体力劳动和重复工作中解放出来了。机械臂的物件抓

取、机械焊接、油漆喷涂和制造装备等都涉及机械臂的轨迹跟踪问题[1]。迭代学习控制适用于非线性强

耦合和重复性运动的系统，可以广泛应用于机械臂等执行重复任务的被控对象[2]。机械臂运行过程中信

息会丢失一部分，进而会导致每次迭代的长度不一致[3] [4]。通过神经网络对系统的内部和外部干扰进行

逼近，可以提高跟踪控制的精度[5]。因此，本文通过迭代学习原理和神经网络方法在迭代长度变换的情

形下研究机械臂的变长度误差跟踪具有重要意义。 
基于自适应模糊迭代学习控制方法，文献[6]研究了系统约束和随机变化的迭代长度问题。基于迭代

学习控制方法，文献[7]研究了一类多输入多输出非线性系统在迭代长度变化的轨迹跟踪问题。基于势垒

复合能量函数构造的一种自适应迭代学习控制方法，文献[8]研究了在状态对准条件下的多输入多输出非

线性系统的变迭代长度轨迹跟踪问题。基于牛顿极值求值算法的迭代学习控制方法，文献[9]研究了多轴

系统轮廓运动精度控制的问题。基于反馈控制和自适应迭代控制结合的方法，文献[10]降低了初始状态不

匹配对工业机器人跟踪性能的影响。基于神经网络自适应迭代学习控制方法，文献[11]研究了由任意初始

偏移引起的问题。基于分布式迭代学习控制方法，文献[12]研究了多智能体框架下高速列车速度和位移跟

踪控制的问题。基于迭代平均算子的迭代学习控制方法，文献[13]研究了具有非均匀迭代长度跟踪的问题。

然而，文献[7] [8] [9]没有考虑系统的初值变化问题和参数估计值因逐点收敛导致上下界不固定的问题。

文献[11] [12]没有考虑迭代过程中信息丢失，而造成的迭代不等长的问题。文献[13]的控制器设计是基于

压缩映射方法，无法使当前迭代的信息充分利用。 
综上所述，基于迭代学习控制和神经网络方法，本文将在具有外部干扰和模型不确定性的情况下研

究机械臂变长度误差轨迹跟踪问题：1) 与文献[7]相比，本文针对任意初始偏移引起的问题，设计期望误

差轨迹。2) 与文献[10]相比，本文针对迭代学习过程的不等长问题，引入一个虚拟跟踪误差，补偿未运

行区间的误差信息。与文献[13]相比，本文可以充分利用迭代信息。3) 与文献[8]相比，更新率采用饱和

函数代替，能够有效避免估计值因逐点收敛导致上下界不固定的问题，且本文考虑了系统的不确定性和

外部干扰，用 RBF 神经网络对其进行逼近，提高精度和收敛性。 
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2. 问题陈述 

考虑机械臂动力学模型： 

( ) ( )
( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

1, 2,

1, 2, 1, 2, 2, 1,,
k k

k k k k k k k k

q t q t

M q t q C q t q t q t G q t t d tτ

 =


+ + = +





             (1) 

其中， { }1,2,k ∈ =  为迭代次数， ( )1,
n

kq t R∈ ， ( )2,
n

kq t R∈ ， ( )2,
n

kq t R∈ ，分别为关节位置，关节速

度和关节加速度， ( )( )1,
n n

kM q t R ×∈ 为对称正定的惯性矩阵， ( ) ( )( )1, 2,, n n
k kC q t q t R ×∈ 为向心–科里奥利

矩阵， ( )( )1,
n

kG q t R∈ 为重力矩阵， ( ) n
kd t R∈ 为系统模型不确定性和外部扰动在内的有界干扰，

( ) n
k t Rτ ∈ 表示系统控制输入。为了方便后续描述，定义 ( )( )1,k k kM q t M ， ( ) ( )( )1, 2,,k k k kC q t q t C ，

( )( )1,k k kG q t G 。 
机械臂有以下特性： 
参考文献[14] [15]，机械臂具有以下特征： 

性质 1：矩阵 ( )( ) ( ) ( )( )1, 1, 2,2 ,k k kM q t C q t q t − 
 ，是斜对称矩阵，即对任意向量 nx R∈ ， 

( )( ) ( ) ( )( )T
1, 1, 2,2 , 0k k kx M q t C q t q t x − = 

  
性质2：对于任意的向量 , nq q R∈ 和任意的已知向量 , nv v R∈ ，存在一个未知的时变参数向量 nRδ ∈ ，

使得以下等式成立： 

( ) ( ) ( ) ( ), , , ,M q v C q q v G q A q q v v δ+ + =                                (2) 

其中， ( ), , , m nA q q v v R ×∈  是一个回归矩阵。 

引理 1 [16]：对于标量 ai，定义其饱和函数： 

( )

1 1

1 2

2 2

,
,
,

i

i i i

a i i i i i

i i i

a a a
sat a a a a a

a a a

 <


= < <
 >

                                 (3) 

其中， { }1 2,i i ia a a= 为 ai的上限和下限，且 1 2
i ia a< 。 

对于向量 [ ]T1 2, , , n
nx x x x R= ∈ 和向量 [ ]T1 2, , , n

ny y y y R= ∈ ，定义 

( ) ( ) ( )
1 2

T

1 2, , ,
i

n
y y y y isat y sat y sat y sat y R = ∈  ， { }1 2,i i iy y y= ， { }1 2, , , ny y y y=  若 1 2

i i iy x y≤ ≤ ，则有： 

( ) ( )T
0y yy sat y y sat y      − − ≤                                (4) 

对于矩阵 m nA R ×∈ 和 m nB R ×∈ ，定义 ( ) ( ){ }ij

m n
ijB B m n

sat B sat B R ×

×
= ∈ ，其中 0 ,0i m j n≤ ≤ ≤ ≤ ，且

{ }1 2,ij ij ijB B B= 为 ijB 的上限和下限，若 1 2
ij ij ijB A B≤ ≤ ，则有以下不等式成立： 

( ) ( )T
0B Btr B sat B A sat B− − ≤                                   (5) 

引理 2：对于向量 , na b R∈ 有 

( )TT T 2a a b b a b a− ≤ −                                    (6) 

对于矩阵 , n nA B R ×∈  

( ) ( )TT T 2tr A A B B tr A B A − ≤ −                                 (7) 

引理 3：定义向量 mx R∈ ，向量 ny R∈ 和矩阵 m nM R ×∈ ，有： 

( )T T Ty M x tr yx M=                                     (8) 
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本文做出如下假设： 
假设 1：在时间 [ ]0,t T∈ 内，实际轨迹 ( )1,

n
kq t R∈ 、 ( )2,

n
kq t R∈ 是连续可导的。 

本文中 kT 是随迭代次数变化的，T 是期望迭代长度。对于随机变化的迭代长度问题，需要考虑两种

情况， kT T≤ 和 kT T≥ 。在 [ ]0,t T∈ 中，迭代在期望长度内，且已经满足下次迭代所需数据。在 [ ], kt T T∈

中，迭代数据超过期望长度，因此不需要参与下次迭代更新数据，被直接舍去，所以本文只考虑 kT T≤ 的

情况。当 [ ],kt T T∈ 时，系统已经完成本次迭代，控制器不再参与系统运行，但更新律仍需将上次的迭代

信息记录到未运行区间，使得每次迭代都能是 [ ]0,T 的更新信息。根据上述描述，定义 minT 和 maxT 分别表

示 kT 的最小值和最大值，对 min max0 kT T T T< ≤ ≤  时设计了控制器。 
假设 2 [17]：Tk是一个随机变量，它的概率分布函数为 

( ) [ ]
[ ]

( ) ( ]
( )

min

min max

max

0, 0,
, ,

1, ,
kT k

t T
F t P T t p t t T T

t T

 ∈
= < = ∈
 ∈ ∞

                            (9) 

其中， ( )0 1p t< < 是一个连续函数。 
注 1：假设 2 描述了随机变量 kT 的分布情况。当 ( )min 0

kTF T = ，表示 [ ]min0,t T∈ ，实际操作长度 kT 不

能大于 minT ； ( )min 1
kTF T < 时，系统有一定概率运行至最大迭代长度，进而保证在迭代次数趋于无穷时，

maxkT T= 的情况可以出现无穷次。所以概率分布函数 ( )p t 不需要事先知道，这是因为迭代学习控制律的

设计与 ( )p t 无关。综上描述假设 2 是一个通用公式，在大多数实际应用中是满意的。 
本文针对系统(1)设计控制器 ( )k tτ ，使得当迭代次数 k 趋向于无穷时，关节位置 ( )1,kq t 能够在指定区

间 [ ], kTξ 内跟踪期望轨迹 ( )dq t ，即，在区间 [ ], kTξ ，当 k →∞时，系统以概率 1 的情况下使 ( )1, 0ke t → 。 

3. 控制设计 

3.1. 相关变量设计 

定义状态跟踪误差 ( )1,ke t 、 ( )2,ke t 和期望误差轨迹 *
1,ke 如下： 

( ) ( ) ( )1, 1,k k de t q t q t−                                     (10) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2, 1, 1, 2,k k k d k de t e t q t q t q t q t= − = −   
                        (11) 

( ) ( ) ( ) ( )*
1, 1, 2,0 0k k ke t e te tω+                                 (12) 

( )
[ ]

( ]
cos , 0,

 0, ,

at t
t

t T

ξ
ω

ξ

 ∈= 
∈

                                  (13) 

其中，公式中的ξ 为先前指定的修正时刻。根据公式(10)~公式(12)得到： 

( ) ( )*
1, 1,0 0k ke e=                                     (14) 

( ) ( )*
1, 2,0 0k ke e=                                     (15) 

注 2 [18]：采用了迭代学习控制跟踪的理想条件 ( ) ( ) ( ) ( )1, 2,0 0 , 0 0k d k dq q q q= =  来设计控制律。但是

在机械臂系统实际运行中，迭代会受到扰动，所以这一条件会被破坏，相关成果不在适用。因此本文通

过构造期望误差轨迹(12)来放宽迭代学习控制的初值理想条件，解决迭代初值变化的问题。 
当系统(1)运行到 kt T= 时刻，迭代过程会返回到其初始状态，开始下一次迭代，因此迭代过程只能跟

踪时间区间 0 kt T≤ ≤ 的信息。由于 kt T= 是随机变化的，本文需要设计虚拟误差变量，补偿未运行部分的

误差信息。虚拟误差变量设计如下： 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )*
1, 1, 1, 2, 2,,k k k k k kt e t e t t e t tε ε α= − = −                         (16) 

( ) ( ) ( ) [ ]
( ) ( ) [ ]

*
1, 1,

1, *
1, 1,

, 0,
, ,

k k k
k

k k k k k

e t e t t T
z t

e T e T t T T
 − ∈=  − ∈

                           (17) 

( ) ( ) ( ) [ ]
( ) ( ) [ ]

2,
2,

2,

, 0,
, ,

k k k
k

k k k k k

e t t t T
z t

e T T t T T
α
α

 − ∈=  − ∈
                           (18) 

控制器设计分为 [ ]0, kt T∈ 和 [ ],kt T T∈ 两个情况讨论。为了证明所提出的迭代学习控制律的收敛性，

需要在时间间隔 kT t T≤ ≤ 内补偿丢失的控制信息。因此引入一个二进制0或1的随机变量 ( )k tγ 。 ( ) 1k tγ =

表示系统(1)在第 k 次迭代的 t 时刻依旧可以运行，此事件的概率为 p(t)。所以 ( )1,kz t 和 ( )2,kz t 可表示为如

下： 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1, 1, 1,1k k k k k kz t t t t Tγ ε γ ε= + −                           (19) 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )2, 2, 2,1k k k k k kz t t t t Tγ ε γ ε= + −                          (20) 

自适应径向基函数神经网络(RBFNN)将用于估计公式(36)中的非线性不确定项 dk(t)。具体表示如下： 

( )Tˆ ˆ
k k kd W h u=                                      (21) 

其中， ˆ
kd 为 dk 的估计值，

T*T T T T T T T T 8
1, 1, 2, 1, 2,, , , , , , , n

k k k k k k d d du e e e q q q q q R =   ∈  为神经网络的控制输入。
T

1, 2, ,
ˆ ˆ ˆ ˆ, , , m n

k k k n kW w w w R ×  = ∈ 为最优神经网络权值 *W 的估计值，m 是隐含层中的神经元节点数。

( ) ( ) ( ) ( )
T

1 2
ˆ ˆ ˆ, , , m

k k k m kh u h u h u h u R 
 = ∈ 是具有隐层输出函数 ( )j kh u 的 RBFNN 激活函数，高斯函数选择

如下： 

( )
( ) ( )T

2
ˆ exp k j k j

j k
j

u c u c
h u

δ

 − − = −
 
 

                            (22) 

其中， { } 81, 2, , $,$ n
jj m c R∈ = ∈ 是神经元节点的中心， jδ 是神经元的宽度。存在一组最优神经网络

权值 *W 使得以下等式成立： 

( ) ( )*T
k k kd W h u uε= +                                  (23) 

其中， *W 定义为如下表达式[19]： 

( ){ }* T

ˆ
ˆarg min sup

m n
k

k k k
W R

W d W h u
×∈

= −                            (24) 

且， ( )kuε 为神经网络的逼近误差向量，满足 ( )k muε ε≤ 。 

3.2. 迭代分析 

为了让系统(1)在整个迭代过程中保持稳定，分成了两种情况讨论，情况 1： [ ]0, kt T∈ 和情况 2：

( ],kt T T∈ 。 
情况 1： [ ]0, kt T∈  (以下公式中时间 t 省略) 
构造李亚普诺夫函数 kV ，根据 kV 设计虚拟控制器 kα ： 

1, 2,k k kV V V= +                                     (25) 

T
1, 1, 1,

1
2k k kV z z=                                     (26) 
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T
2, 2, 2,

1
2k k k kV z M z=                                  (27) 

将公式(26)求导并结合公式(11)和公式(17)有： 
T T * T *

1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1,

T * T *
1, 2, 1, 1, 2, 1,

k k k k k k k k d k

k k d k k k k

V z z z e e z q q e

z q q e z e e

 = = − = − − 
 = − − = − 

  
  



    

  

                      (28) 

根据公式(18)得到： 

2, 2,k k ke z α= +                                     (29) 

公式(29)代入公式(28)得到： 
T *

1, 1, 2, 1,k k k k kV z z eα = + − 


                                (30) 

则设计虚拟控制器为： 
*

1 1, 1,k k kc z eα = − +                                     (31) 

将公式(31)代入(30)得到： 
T T

1, 1, 2, 1 1, 1,k k k k kV z z c z z= −                                 (32) 

对公式(27)进行求导得到： 

T T
2, 2, 2, 2, 2,

1
2k k k k k k kV z M z z M z= + 

                              (33) 

公式(33)中，等号右边第一项根据公式(11)和(18)可化简得到： 

( ) ( )T T T
2, 2, 2, 2, 2, 2,k k k k k k k k k k d kz M z z M e z M q qα α= − = − −                        (34) 

由公式(1)可得到： 

2. 2,k k k k k k kM q d C q Gτ= + − −                               (35) 

将公式(11)、(18)、(34)和(35)代入公式(33)得到： 

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

T T T
2, 2, 2, 2, 2, 2,

T T T
2, 2, 2, 2, 2,

T T T T T
2, 2, 2, 2, 2, 2, 2,

T T
2, 2,

1
2

1
2

1
2

k k k k k k d k k k k

k k k k k k k k d k k k k

k k k k k k k d k k k k d k k k k

k k k k k d k k

V z M q z M q z M z

z d C q G z M q z M z

z d z C z q z G z M q z M z

z d z M q G

α

τ α

τ α α

τ α

= − + +

= + − − − + +

+ − + + − − +=

+ + +=

+

−

 

 







 

 ( ) ( )T
2, 2,

1 2
2k d k k k k kC q z M C zα  + + − +





       (36) 

根据性质 1 和性质 2 可得到： 

( ) ( )
( )

T *T
2, 2,

T *T T
2, 2,

k k k k k k

k k k k k m

V z W h u u A

z W h u A z

τ ε δ

τ δ ε

 = + + − 
 + − + ≤



                        (37) 

因此，设计的实际控制器为： 

( ) ( )T
1, 2 2, , 2,

ˆ ˆ ˆ sgnk k k k k k k m k kz c z A W h u zτ δ ε= − − + − −                     (38) 

其中， k̂δ 为δ 的估计， ˆ
kW 为 *W 的估计， ,ˆm kε 为的 mε 估计， 2c 大于零的常数。 
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将公式(38)代入公式(37)得到： 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

T T *T T
2, 2, 1, 2 2, , 2, 2,

T T *T T
2, 1, 2 2, , 2, 2,

ˆ ˆ ˆ sgn

ˆ ˆ ˆ

k k k k k k k k m k k k k k m

k k k k k k k k k m k k m k

V z z c z A W h u z A W h u z

z z c z A W h u A W h u z z

δ ε δ ε

δ δ ε ε

 ≤ − − + − − − + + 

− − + − − + − + ≤  



     (39) 

定义 
*

, ,
ˆ ˆ ˆ, ,k k k k m m k m kW W Wδ δ δ ε ε ε− − − 


                           (40) 

将公式(40)代入(39)得到： 

( )T T T T T
2, 2, 1, 2 2, 2, 2, 2, , 2,k k k k k k k k k k k m k kV z z c z z z A z W h u zδ ε≤ − − − + + 

                 (41) 

将公式(14)和公式(17)代入公式(26)可得到： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
TT * *

1, 1, 1, 1, 1, 1, 1,
1 10 0 0 0 0 0 0 0
2 2k k k k k k kV z z e e e e   = = − − =                (42) 

将公式(15)、公式(17)、公式(18)和公式(31)代入公式(27)可得到： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

TT
2, 2, 2, 2, 2,

T* *
2, 1 1, 1, 2, 1 1, 1,

1 10 0 0 0 0 0 0 0 0
2 2
1 0 0 0 0 0 0 0 0
2

k k k k k k k k k

k k k k k k k

V z M z e M e

e c z e M e c z e

α α   = = − −   

 = − − − − =     

       (43) 

根据公式(32)、公式(41)、公式(42)和公式(43)结合，有： 

( ) ( ) ( )
( )( )

1, 2, 1, 1 2, 1

1, 2, 1, 2, 1, 10

T T T T T T
1 1, 1, 2 2, 2, 2, 2, , 2, 1, 1 1, 10

0 0 d

1  d
2

k k k k

t
k k k k k

t
k k k k k k k k k k m k k k k

V V V V

V V V V V

c z z c z z z A z W h u z z z

τ

δ ε τ

− −

−

− −

+ − −

≤ + + + −

≤ − − − + + −

∫

∫

 

 



        (44) 

接下来设计 [ ]0, kt T∈ 时的更新率设计如下所示： 

( ) ( )( )
( ) ( )( )

*

* * T
1 1 2,

k̂ k

k k k k

t sat t

t sat t A z

δ

δ

δ δ

δ δ γ−

 =


= −
                          (45) 

其中， 1γ 为大于零的常数， ( )1
ˆ 0tδ− = 并且 { }1 2,δ δ δ= 表示上限和下限。假设 ( ) ( )( )t sat tδδ δ= ，则 ( )tδ

在δ 这个饱和界限内。 

( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )

*

* * T
1 2 2,

ˆ
k kW

k k k kW

W t sat W t

W t sat W t h u zγ−

 =


= +
                         (46) 

其中， 2γ 为大于的常数， ( )1
ˆ 0W t− = ，并且 { }1 2,W W W= 表示上限和下限。假设 ( ) ( )( )* *

ij ijWw t sat w t= ，则
*
ijw 在W 这个饱和界限内。 

( ) ( )( )
( ) ( )( )

*
, ,

* *
, , 1 3 2,

ˆm k m k

m k m k k

t sat t

t sat t z

ε

ε

ε ε

ε ε γ−

 =


= +
                           (47) 

其中， 3γ 为大于零的常数， ( ), 1ˆ 0m tε − = 并且 { }1 2,ε ε ε= 表示上限和下限。假设 ( )( )m msat tεε ε= ，则 ε 这

个饱和界限内。 
注 3：为了保证估计值在预定范围内的有限性，可以使用完全限幅学习律。通过饱和函数的性质，
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学习算法的整个右侧是饱和的，并且确保每个参数的估计在预先指定的区域内。 
情况 2： ( ],kt T T∈  
在 ( ],kt T T∈ 时的更新率设计如下所示： 

( ) ( )1
ˆ ˆ
k kt tδ δ −=                                     (48) 

( ) ( )1
ˆ ˆ

k kW t W t−=                                     (49) 

( ) ( ), , 1ˆ ˆm k m kt tε ε −=                                    (50) 

其中， ( )1
ˆ 0tδ− = ， ( )1

ˆ 0W t− = ， ( ), 1ˆ 0m tε − = 。此时系统(1)已经完成了本次迭代，因此不需要加入控制器，

依旧需要保留上一次更新数据。该时刻不参与控制器设计，且不含 1,kz 和 2,kz 的相关信息。 
根据更新率(48)~(50)得到： 

1 1

* *
1 1

, , , 1 , 1

ˆ ˆ

ˆ ˆ

ˆ ˆ

k k k k

k k k k

m k m m k m m k m k

W W W W W W

δ δ δ δ δ δ

ε ε ε ε ε ε

− −

− −

− −

= − = − =

= − = − =

= − = − =

 



 

                            (51) 

当 k = 0 时，得到如下等式： 

0 0 1

* * *
0 0 1

,0 ,0 , 1

ˆ ˆ

ˆ ˆ

ˆ ˆm m m m m m

W W W W W W

δ δ δ δ δ δ

ε ε ε ε ε ε

−

−

−

= − = − =

= − = − =

= − = − =





                              (52) 

引理 4：对于常数 ,m kε ，向量 n
k Rδ ∈ ，矩阵 m n

kW R ×∈ ，分别有： 

( ) ( ) ( )

2 2
, , 1 3 2, ,

T T T
1 1 1 2,

T T T T
1 1 2 2,

2

2

2

m k m k k m k

k k k k k k k

k k k k k k k

z

z A

tr W W tr W W z W h u

ε ε γ ε

δ δ δ δ γ δ

γ

−

− −

− −

− ≤ −

− ≤

− ≤ −

  

    

    

                         (53) 

引理 5：对于常数 ,0mε ，向量 0
nRδ ∈ ，矩阵 0

m nW R ×∈ ，分别有： 

( ) ( ) ( )

2 2
,0 ,0 2,0

3 3

T T T
0 0 2,0 0 0

1 1

T T T *T *
0 0 2,0 0 0

2 2

1 1
2 2
1 1

2 2
1 1

2 2

m m mz

z A

tr W W z W h u tr W W

ε ε ε
γ γ

δ δ δ δ δ
γ γ

γ γ

≤ − +

≤ +

≤ − +

 

  

  

                        (54) 

4. 稳定性分析 

定理 1：根据机械臂系统(1)，在设计的控制律(38)和更新率(45)~(50)下，保证迭代次数 k 趋于无穷大

时，跟踪误差以概率为 1 在 [ ], kTξ 上收敛到零。 
证明：整个证明过程分了三个步骤，分别为步骤 1：证明复合能量函数随迭代次数单调递减，步骤 2：

证明 k = 0 时，复合能量函数在 [ ]0,T 是有界的，步骤 3：证明关节位置 1,kq 能够实现对期望轨迹 dq 的跟踪。 
步骤 1：证明复合能量函数随迭代次数单调递减。 
情况 1： [ ]0, kt T∈  (以下公式中时间 t 省略)。 
设计复合能量函数 ( )1

kE 如下： 
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( ) ( )1 T T 2
,0 0 0

1 2 3

1 1 1d d d
2 2 2

t t t
k k k k k k m kE V tr W Wδ δ τ τ ε τ

γ γ γ
= + + +∫ ∫ ∫   

                (55) 

根据公式(25)和公式(55)得到： 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

1 T T 2
,0 0 0 0

1 2 3

T
1, 2, 1, 2,0 0

1

T 2
,0 0

2 3

1 1 10 d d d d
2 2 2

10 0 d d
2

1 1d d
2 2

t t t t
k k k k k k k m k

t t
k k k k k k

t t
k k m k

E V V tr W W

V V V V

tr W W

τ τ δ δ τ τ ε τ
γ γ γ

τ τ τ δ δ τ
γ

τ ε τ
γ γ

= + + + +

 = + + + + 

+ +

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

   



  

 



         (56) 

结合公式(42)和公式(43)，公式(56)可化简得到： 

( ) ( ) ( ) ( )1 T T 2
1, 2,0 0 0 0

1 2 3

1 1 1d d d d
2 2 2

t t t t
k k k k k k k kE V V tr W Wτ τ τ δ δ τ τ ε τ

γ γ γ
 = + + + + ∫ ∫ ∫ ∫    

         (57) 

迭代到第 k 次的差值为 ( ) ( ) ( )1 1 1
1k k kE E E −∆ = − ，则有： 

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )

1 1 1
1

T T
1, 2, 1, 1 2, 1 1 10

1

T 2 2
1 1 10 0

2 3

1 d
2

1 1d d
2 2

k k k

t
k k k k k k k k

t tT
k k k k k k

E E E

V V V V

tr W W tr W W

δ δ δ δ τ
γ

τ ε ε τ
γ γ

−

− − − −

− − −

∆ = −

= + − − + −

 + − + − 

∫

∫ ∫

   

   

 

             (58) 

将公式(44)和引理 4 代入公式(58)得到： 

( ) ( )( )

( )

( )

1 T T T T T T
1 1, 1, 2 2, 2, 2, 2, , 2, 1, 1 1, 10

T T T
1 2, 2 2, 3 2, ,0 0 0

1 2 3

T T T
1 1, 1, 2 2, 2, 1, 1 1,0

1d
2

1 1 12 d 2 d 2 d
2 2 2

1d
2

t
k k k k k k k k k k k m k k k k

t t t
k k k k k k k m k

t
k k k k k k

E c z z c z z z A z W h u z z z

z A z W h u z

c z z c z z z z

δ ε τ

γ δ τ γ τ γ ε τ
γ γ γ

τ

− −

−

∆ ≤ − − − + + −

+ + − + −

≤ − − −

∫

∫ ∫ ∫

∫

 



 



1 0− ≤

       (59) 

情况 2： ( ],kt T T∈ 。 
设计复合能量函数 ( )kE t 如下： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2
k k k kE t E T E t= +                                 (60) 

其中， ( ) ( )1
k kE T 是情况 1 在 kT 时刻的复合能量函数。公式(60)中 ( ) ( )2

kE t 设计如下： 

( ) ( ) ( )2 T T 2
,

1 2 3

1 1 1d d d
2 2 2k k k

t t t
k k k k k m kT T T

E t tr W Wδ δ τ τ ε τ
γ γ γ

= + +∫ ∫ ∫   

                 (61) 

根据情况 1 得到， ( ) ( )1 0k kE T∆ ≤ 。现在只需证明 ( ) ( )2
kE t 是随迭代次数单调递减的。根据公式(61)得： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

2 2 2
1

T T T T
1 1 1 10 0

1 2

2 2
10

3

1 1d d
2 2

1 d
2

k k k

t t
k k k k k k k k

t
k k

E t E t E t

tr W W tr W Wδ δ δ δ τ τ
γ γ

ε ε τ
γ

−

− − − −

−

∆ = −

 = − + − 

+ −

∫ ∫

∫

       

 

             (62) 

将公式(51)代入公式(62)得到： 
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( ) ( )2 0kE t∆ =                                      (63) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2
k k k kE t E T E t∆ = ∆ + ∆                               (64) 

根据情况 2 描述， ( )kE t∆ 在 ( ],kT T 上小于等于 0。 
综上所述，根据情况 1 和情况 2 分析，复合能量函数在[0, T]区间上任意时刻的值随迭代次数增加而

单调减。 
步骤 2：证明 k = 0 时，复合能量函数在 [ ]0,T 是有界的。 
情况 1： [ ]0,T  (以下公式中时间 t 省略)。 
根据公式(55)可得到： 

( ) ( )1 T T 2
0 1,0 2,0 0 0 0 0 ,00 0 0

1 2 3

1 1 1d d d
2 2 2

t t t
mE V V tr W Wδ δ τ τ ε τ

γ γ γ
= + + + +∫ ∫ ∫ 

                (65) 

对公式(65)进行求导得到： 

( ) ( )1 T T 2
0 1,0 2,0 0 0 0 0 ,0

1 2 3

1 1 1
2 2 2 mE V V tr W Wδ δ ε
γ γ γ

= + + + +   

                       (66) 

将公式(32)、(41)和引理 5 代入公式(66)： 
( ) ( )

( ) ( )

( )

1 T T T T T T
0 1 1,0 1,0 2 2,0 2,0 2,0 0 0 2,0 0 0 ,0 2,0 2,0 0 0

T T T *T * 2
2,0 0 0 ,0 2,0

1 2 3

T T T *T * 2
1 1,0 1,0 2 2,0 2,0

1 0 0

1 1 1
2 2 2

1 1 1
2 2 2

m

m m

m

E c z z c z z z A z W h u z z A

z W h u z tr W W

c z z c z z tr W W L

δ ε δ

ε δ δ ε
γ γ γ

δ δ ε
γ γ γ

≤ − − − + + +

− − + + +

≤ − − + + + ≤

  





               (67) 

其中， ( )T *T * 2
mL tr W Wδ δ ε= + + ，L 是一个大于等于零的常数。则 ( ) ( ) ( )1 1

0 0 0 kE E T L≤ + < ∞ ，即 ( )1
0E 在 [ ]0, kT

内有界。 
情况 2： ( ],kt T T∈  
根据公式(60)可得： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2
0 0 0kE t E T E t= +                                (68) 

其中， ( ) ( )1
0 kE T 是情况 1 在 kT 时刻的复合能量函数，根据情况 1 得到， ( ) ( )1

0 kE T 是有界的。现在只需证明
( ) ( )2
0E t 是有界的。根据公式(61)得到 ( ) ( )2

0E t ： 

( ) ( ) ( )2 T T 2
0 0 0 0 0 ,0

1 2 3

1 1 1d d d
2 2 2k k t

t t t
mT T T

E t tr W Wδ δ τ τ ε τ
γ γ γ

= + +∫ ∫ ∫   

                 (69) 

将公式(52)代入公式公式(69)可得到： 

( ) ( ) ( )2 T *T * 2
0

1 2 3

1 1 1d d d
2 2 2k k k

t t t
mT T T

E t tr W Wδ δ τ τ ε τ
γ γ γ

= + +∫ ∫ ∫                  (70) 

因为 ( ) ( ) ( )*, , mt W t tδ ε 在 [ ]0, kT 是连续且有界的，所以存在常数 1 2 3, ,l l l 使得[20]： 

[ ]

[ ] ( )

[ ]

T
1 0,

1

*T *
2 0,

2

2
3 0,

2

1max
2

1max
2
1max

2

k

k

k

t T

t T

mt T

l

l tr W W

l

δ δ
γ

γ

ε
γ

∈

∈

∈

 
= < ∞ 

 
 

= < ∞ 

 

= 






< ∞

                             (71) 
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将公式(71)代入公式(70)得到： 

( ) ( )2
0 1 2 3

1 2 3

1 2 3
1 2 3

1 1 1d d d
2 2 2

2 2 2

k k k

t t t

T T T

k k k

E t l l l

T T T T T T
l l l

τ τ τ
γ γ γ

γ γ γ

= + +

− − −
≤ + + ≤ ∞

∫ ∫ ∫
                       (72) 

根据公式(72)得到， ( ) ( )2
0E t 是有界的。所以 ( )0E t 在 ( ],kT T 是有界的。根据情况 1 和情况 2 描述，得

到复合能量函数在[0, T]是有界的。 
步骤 3：证明关节位置 1,kq 能够实现对期望轨迹 dq 的跟踪。 
根据步骤 1 和步骤 2 得到在 [ ]0, kt T∈ 时： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 1 1
0

1

1
1 T T T

0 1 1, 1, 2 2, 2, 1, 1,0
1 0

1d
2

k

k j
j

k kt
j j j j j j

j j

E t E t E t

E t c z z c z z z zτ

=

−

= =

≤ + ∆

 ≤ − + − 

∑

∑ ∑∫
                  (73) 

公式(73)进一步可得： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

1 1T T T
1 1, 1, 2 2, 2, 1, 1, 00

1 0

1d
2

k kt
j j j j j j k

j j
c z z c z z z z E t E tτ

−

= =

+ + ≤ − ≤ ∞∑ ∑∫                  (74) 

根据假设 2 [21]可得， ( ) 0k tγ = 时，系统迭代到第 k 次的 t 时刻已经停止运行。 ( ) 1k tγ = 时，系统迭

代到第 k 次的 t 时刻依旧在运行。根据公式(17)、公式(19)和公式(74)，当迭代 k 趋于无穷时得： 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

TT
1, 1, 1, 1,

0 0

T* *
1, 1, 1, 1,

0

k k k k k
j j

k k k k k
j

z z t t t

t e t e t e t e t

γ ε ε

γ

∞ ∞

= =

∞

=

=

   = − − ≤ ∞   

∑ ∑

∑
                   (75) 

所以，当系统的迭代次数 k →∞时，系统 ( ) 1k tγ = 成立，使得 ( ) ( )*
1, 1,k ke t e t− 收敛到 0，即关节误差

( )1,ke t 可以跟踪到期望误差轨迹所以根据本文设计的期望轨迹误差(12)可得，在时间 [ ], kTξ 上关节误差

1,ke 以概率 1 收敛至 0，意味着关节位置 1,kq 能够实现对期望轨迹 dq 的跟踪。 

5. 仿真实验 

本文考虑一个 2 自由度机械臂系统： 

( ) ( )
( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

1, 2,

1, 2, 1, 2, 2, 1,,
k k

k k k k k k k k

q t q t
M q t q C q t q t q t G q t t d tτ
 =
 + + = +





             (76) 

其中，
T

1, 11, 12,,k k kq q q=    ，
T

2, 12, 22,,k k kq q q=    ， ( )1, 2 2k ijM q M
×

 =   ， 

( )( )2 2 2
11 1 1 2 1 2 1 2 12,2 cos kM m l m l l l l q= + + + ， ( )( )2

12 21 2 2 1 2 12,cos kM M m l l l q= = + ， 2
22 2 2M m l= ， 

( )1, 2, 2 2
,k k ijC q q C

×
=    ， 11 2 1 2 22, 12,sink kC m l l q q= − ， ( )( )12 2 1 2 12, 21, 22,sin k k kC m l l q q q= − + ， 

( )21 2 1 2 21, 12,sink kC m l l q q= ， 22 0C = ， ( ) [ ]T1, 1 2,kG q G G= ， ( ) ( ) ( )1 1 2 1 11, 2 2 11, 12,cos cosk k kG m m l g q m l g q q= + + + ， 

( )2 2 2 11, 12,cos k kG m l g q q= + 。回归矩阵 ( ) ( )2
11 1 1 1, 1 11,cosd k kA l q l g qα= + + ， 21 0A = ， 

( )( )( ) ( )( ( )
( )) ( ) ( ) ( )

2 2
12 1 2 1 2 12, 1 1, 1 1, 22, 1 1,

21, 22, 1 2 12, 1 11, 2 11, 12,

2 cos

sin cos cos

k d k d k k d k

k k k k k k

A l l l l q q q q q

q q l l q l g q l g q q

α α α= + + + − + + +

⋅ + + + +

  
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( ))( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
22 2 1 2 12, 1 1, 2 2 2, 1 1, 21, 1 2 12, 2 11, 12,cos sin cosk d k d k d k k k k kA l l l q q l q q q l l q l g q qα α α= + + + + + + + +    。 

系统的期望轨迹 qd表示为 ( ) ( ) T
0.4sin 0.5 ,0.4cost tπ π   ，期望迭代长度 maxT 设置为 6 s， kT 分布在[4, 6] 

s ，初值 ( ) ( ) ( ) T
1, 0 rand 1 ,0.8rand 1kq =    ，机械臂系统参数设置为 1 2 0.8 ml l= = ， 9.81 m sg = ，

1 2 1 kgm m= = ， [ ]T0.1sin ,0.1coskd t t= 。 

定义性能指标 ( )( )
( )( )1,

1
1,

kT

k s
i

k
k s

z i t
avg z t

T t
=

⋅
=
∑

和表现跟踪状态随迭代次数变化 

[ ] ( )max 1,0,max
k kt TJ z∈= 。其中 kT 表示迭代长度， st 表示采样间隔。 

P1：采用本文设计实际控制器(38)和更新率(45)~(47)。 
P2：机械臂自适应迭代学习控制，控制器设计为 ( ) ( ) ( ) ( )( )1, 2 1, 1,

ˆ sgnk k k k ke t c e t d t e tτ = − −  ，迭代自适

应参数更新率设计为 ( ) ( )( ) ( ) ( )( )T
1 1, 1,

ˆ ˆ sgnk k k kdd t sat d t e t e t−= + Γ  。 
 

 
Figure 1. Joint position q11,k and expected position signal qd1 
图 1. 关节位置 q11,k和期望位置信号 qd1 

 

 
Figure 2. Joint position q12,k and expected position signal qd1 
图 2. 关节位置 q12,k和期望位置信号 qd2 
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Figure 3. Performance index 
图 3. 性能指标 

 

 
Figure 4. Approximation of dk by the 30th iteration iteration 
RBF neural network 
图 4. 第 30 次迭代的 RBF 神经网络对 dk的逼近 

 

 
Figure 5. Joint position q11,k tracking comparison 
图 5. 关节位置 q11,k跟踪对比 
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Figure 6. Joint position q12,k tracking comparison 
图 6. 关节位置 q12,k跟踪对比 

 
图 1 和图 2 分别表示机械臂系统的关节位置 q11,k和 q12,k对期望轨迹 qd1和 qd2的跟踪效果。由图 1 和

图 2 可知，在任意初始状态下，经过足够多的迭代以后，本文所提的控制方法能够实现关节位置在指定

区间跟踪期望轨迹，且在 30 次迭代之后，两个关节位置的跟踪精度均优于前面的跟踪精度。图 1 和图

2 还可以看出实际操作长度随迭代次数 k 随机变化的情况。图 3 描述了性能指标随迭代次数的变化趋势。

随着迭代次数的增加，本文所提方法能够有效提高跟踪误差的收敛性能。通过图 4 可以看出 RBF 神经网

络在 Tmax = 6 s 时，基本可以完全跟踪到干扰 dk。图 5 和图 6 分别表示 P1 和 P2 两种控制方法下关节位置

q11,k和 q12,k对期望轨迹 qd1和 qd2的跟踪效果。由图 5 和图 6 可得，随着迭代次数 k 的增加，关节位置 q11,k

和 q12,k对期望轨迹 qd1和 qd2的跟踪越来越精确。 

6. 结论 

基于 RBF 神经网络和迭代学习方法，本文解决了机械臂在任意初始状态下和迭代不等长的轨迹跟踪

问题。针对机械臂系统的初始值问题，引入期望误差轨迹，使系统可在任意初始值时跟踪到期望轨迹。

针对迭代过程不等长的问题，设计了虚拟控制器，使跟踪控制误差的收敛性也能在整个期望的迭代长度

上得到保证。针对机械臂系统中的内外部干扰问题，采用 RBF 神经网络进行处理，提高跟踪的精确性。

利用能量函数证明跟踪误差沿迭代轴渐近收敛到零，所提出新的迭代学习控制算法也可以解决传统的迭

代学习控制问题。 
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