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Abstract: The flow and heat transfer of the special saturated liquid film falling down an inclined heated plate were de-
scribed by the N-S equation and the reasonable boundary condition. And the corresponding mathematical model was 
established, the relation between the surface tension and the fluctuation by nonlinear function on temperature was ex-
pressed. Then the Orr-Sommerfeld equation describing the flow stability of liquid film was obtained. Finally, the inertia 
force, heat capillary force, steam pressure and capillary pressure were analyzed about the influence on the flow stability. 
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摘  要：利用 Navier-Stokes 方程和边界条件对沿加热壁面倾斜下降的特殊饱和液膜的流动和传热问题进行了描

述，并建立其数学模型，再根据温度的非线性函数表达表面张力与波动之间的关系，利用摄动法导出了描述液

膜流动稳定性的 Orr-Sommerfeld 方程。最后对方程进行了求解，分析得到了惯性力、热毛细力、蒸汽压力以及

毛细压力对流动稳定性的影响。 
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1. 引言 

所谓特殊饱和液膜，是指液态低沸点气体形成的

液膜。特殊饱和液膜在斜面上的流动发生在许多实验

装置和技术应用上，比如生物医学工程、材料加工、

食品和化学工，在一些传热设备的设计上，比如电厂

中换热器、蒸发器、冷凝器和热管也有重要作用。因

此，研究特殊饱和液膜流动传热稳定性分析将有助于

改善热应力的预测和传热效率[1-3]。 

根据流动的液膜的状态可以分为过冷液膜和饱

和液膜分别研究。叶学民等[4]对层流和湍流状态的波

动液膜进行了数值模拟。对于波动饱和液膜的传热，

由于表面波的存在，使得对流换热加大，平均传热系

数对于无波动时有所增大。 

2. 数学物理模型 

考虑温度为 Ts 的饱和液膜在重力作用下从温度

为 Tw的等温倾斜光滑平壁上流下。液膜外面是温度同

为 Ts的饱和蒸汽，壁面与液膜发生热量交换，热量通

过汽液界面的相变而传递。液膜垂直平均厚度为 d，
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平板与水平夹角为 β。液膜厚度 h 因波动随时间和流

动距离而变，液膜的波动流及坐标系如图 1 所示。 

为简化分析，所作的假设如下： 

1) 液体为牛顿流体，作二维层流流动，除表面张

力外，物性恒定不变； 

2) 壁面与液膜间的换热属低热流密度的自由表

面蒸发或凝结，膜内传热为沿膜厚方向的导热，不发

生沸腾； 

3) 不计热损失和沿流动方向的对流换热，壁面与

液膜间的换热完全用于汽液界面的相变； 

4) 相变使液膜质量的损失或增加相对于液膜来

流总量很小，液膜平均厚度不发生变化； 

5) 蒸汽对于液膜没有沿流动方向的相对运动，对

液膜自由表面的剪切力忽略不计； 

6) 蒸汽密度想对于液体密度可忽略不计； 

7) 扰动波幅很小，忽略产生的非线性影响。 

由质量守恒和能量守恒，液膜的波动流动控制方

程为连续性方程和 N-S 方程，分别以 u，v 代表 x，y

方向的速度，则控制方程及边界条件[5]为： 

0
u v

x y

 
 

 
               (1) 

2 2

2 2
sin

u u u p u u
u v g

t x y x x y
   

       
              




(2) 

2 2

2 2
cos

v v v p v v
u v g

t x y y x y
   

       
                

 

(3) 
0,    0u v y                (4) 

1u v
y h

y x x




  
  

  
              (5) 

2

0 2
2

v h
p p y h

y x
  

   
 

            (6) 

 

 

Figure 1. Diagram: liquid film flows along the heating plate 
图 1. 液膜沿加热平板流动图 
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其中 t，g，p，p0 分别为时间、重力加速度、液

膜和蒸汽相对于环境的过余压力；ρ，ν，μ，σ分别为

密度、运动粘度、动力粘度和表面张力。方程(5)，(6)，

(7)分别表示液膜自由表面的运动，剪切应力，压应力

的边界条件。 

3. 非线性表面张力、蒸汽压力与波动关系 

液膜与壁面间的传热量[5]为： 
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q

h


                  (8) 

由能量守恒，等于汽液界面间的相变传热[6]， 
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式中，k，Ti，M，e，ρv，r，Rg分别表示液体的导热

系数、自由表面温度、液体分子量、蒸发系数、蒸汽

密度、汽化潜热和蒸汽的气体常数，令 
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联立(8)、(9)，得 
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设表面张力与温度的关系[7]为： 
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n
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式中 σ0为某基准温度 T0时张力，令 ΔT = Tw – Ts。 
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蒸汽作用于液膜自由表面的压力[8]： 
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(15)中正负号分别表示蒸发和冷凝；vv 为蒸汽离

开或进入自由表面的速度。液膜蒸发时，vv

蒸汽产生的压力指向液膜，膜内压力增大；蒸汽遇冷

指向膜外，
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凝结时，vv

 

特征速度为

指向膜内，蒸汽运动所需的压力由膜内提

供，即膜内压力减小。 

4. 稳定性微分方程组

20 sin 2u gd v ，特征时间为 0d u ，

密度特征尺寸为 ρ0(为一常数) 寸为，压强特征尺

0 singd  。以“*”表示无量纲量，引入无量纲变换，

则雷诺数 0e u d v ，弗罗德数  R
1 2

0Fr u gd ，韦

伯数 2
0 0 sinWe gd   ，毕渥数 Bi d k ，普朗

特数为 Pr  v  ，Marangoni 数 Ma Td k 
力温 系数，ν为运

  ，其中

γ为表面 度系数，k 为导热 动粘性

系数，μ为动力粘性系数，κ为热扩散系数。Ma，Pr，

Re 之间的关系为

张

2M Ma PrRe 。 

将控制方程及其边界条 )到件(1 (7)式进行无量纲

化，将波动看作一个没有扰动的平滑流和一个小扰动

流叠加而成，假定： 

* *,u u u v v * *, , 1vv p p h               (15) 

式中“–”“'”分别代表平滑流和扰动流，则 
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由摄动法，平滑层流在 y 方向没有分速度，只有

由扰动流产生的分量；η 表示液膜自由表面偏离平滑

层流自由表面的无量纲距离，对扰动初始发生的情

况，η 是一个远小于 l 的量。将以上各量代入无量纲

方程组及边界条件，略去扰动量二次以上的项，得到

扰动微分方程组： 
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把 y* = 1 + η上的边界条件用 y* = 1 处的量表达，

按线性假定，只保留扰动量的线性项，式(20)形式不

变，式( 可由下述方式简化 简单起见，下

列方程中 ”，各量仍表示无量 。

22)，(23) ，为

略去“* 纲量  
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m，n，w 分别为热毛细力，蒸汽压力，表面张力

准数。将这三个准数代入(22)，(23)，则得 
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引入无量纲流函数 Ψ(x,y,t)，令

      (26) 
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代入扰动方程组得： 

  2 2 yt xy y x x xxy yyyRe u u p            (28) 

*

 

 

     
  

      
       (22) 

  2 2c  otxt xx y xxx xyyRe         (29) u p    

0,   0x yy                  (30) 

1, x t xy u                  (31) 

yy yy xx xu m                 (32) 

1
xy xxp w

d
n                  (33) 

又设 

         

    ( )

, , , ,

         , ,

ia x ct ia x ct

ia x ct

x y t y e x t e

p x y t f y e

    



 

    
     (34) 

其中 φ，f，ξ 分别为流函数、压力、表面波动沿
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y 向的无量纲幅值；    2 2
0 1 0 1,O c c c O                (37) 

 

2π d  为无量纲波数

长， 为扰动的无量纲复速度，cr表示波动传

播的 ，

ψ，p'，η

、整理，

，λ为波

r ic c ic 

速度 ci 代表激励量。ξ 扰动的初始值，在本文

中为一很小的量。将 代入上述扰动方程组，

最后化简 得到如下的 Orr-Sommerfeld 方程的

边值问题。 

当 β ≠ 90˚时， 

代入 O-S 方程，求解得无量纲复速度：
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当 β = 90˚时，与文献[8]是一致的， 
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至此，(36)，(37)方程组分别为斜面和竖壁两种情

况下的特殊饱和液膜流动稳定性的 O-S 方程。 

5. 方程求解及分析 

不

衰减，流动越易趋向不稳定，因此，分析液膜流动

动的增减趋势。设 
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当 β ≠ 90˚时，由摄动法，波长越长，扰动越 易

稳

定性时，只需了解长波扰
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分析可以看出上式虚部四项，惯性力是不稳定因

素，它促使扰动增长，毛细压力抑制扰动增长起稳定

作用，表面张力和蒸汽压力在液膜受热蒸发时起

扰动

度的非线性函数表达液膜表面张力，

研究了等壁温边界条件下特殊饱和液膜流动稳定性

模型，探讨了非线性表面张力、蒸汽压力

与液

然科学基金资助项目：分层液膜沿非

均匀受热斜面流动传热特性分析(51106132)！ 
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