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Abstract 
Giant Michelson interferometer is one of the essential means of gravitational wave detection. The 
influence of gravitational-tidal-force assisted laser wavelength stretch and laser-frequency soft 
coherence on the interference phase in LIGO (Laser Interferometer Gravitational-Wave Observa-
tory) is investigated. It can be found that there are five physical origins of LIGO interference phase 
shift in LIGO gravitational wave detection: i) purely geometric change in standard length of inter-
ferometer arms (non-tidal contribution), ii) purely geometric change in standard length of laser 
wavelength (non-tidal contribution), iii) gravitational-wave tidal-force assisted change in interfe-
rometer arms (tidal contribution), iv) gravitational-wave tidal-force assisted change in laser wa-
velength (tidal contribution), and v) feeble coherence of laser frequency caused by gravitational 
wave in LIGO interferometer. The laser frequency shift in two vertical interference arms can occur 
due to gravitational wave, and hence such a faint coherence condition would also lead to interfe-
rence pattern change when the gravitational wave propagates through the LIGO. The effect of 
flexion and extension in laser wavelength resulting from gravitational tidal force caused by a 
passing gravitational wave would have significance of measurement in LISA (Laser Interferometer 
Space Antenna). The frequency change rate of GW150914 gravitational wave signal resulting from 
in spiral, merger and ring-down of black-hole binaries has been addressed, and it can be found 
that the logarithm of the detected gravitational-wave frequency change rate agrees with the 
first-order Blanchet frequency equation within accuracy of ±30%. 
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摘  要 

巨型迈克尔逊激光干涉仪是探测引力波的有效手段。本文研究了激光干涉引力波观察仪(Laser Inter-
ferometer Gravitational-Wave Observatory, LIGO)中的干涉臂长、干涉激光波长和频率等物理量在引

力波振幅与引力波潮汐力作用下的变化量。本文总结出引力波引起LIGO干涉相位移动的五个物理因素: 
①干涉臂标准长度的纯几何改变(非潮汐力贡献); ②激光标准波长的纯几何改变(非潮汐力贡献)；③干涉

臂长度受潮汐力影响导致的改变(属引力波潮汐力贡献)；④激光波长受潮汐力影响导致的胀缩效应(属引

力波潮汐力贡献)；⑤激光频率的弱相干效应。在引力波作用下，在互相垂直的两条干涉臂中的激光会有

不同频移，这一频率弱相干条件也会影响干涉相位差。本文说明引力波潮汐力(引力落差)所导致的干涉

激光波长屈伸效应能在LISA (Laser Interferometer Space Antenna)中有测量意义。本文还讨论了

GW150914引力波信号频率变化率与描述螺旋合并双黑洞的引力波Blanchet频率方程之间的符合程度,
发现GW150914引力波信号观察与理论在±30%差距上相符。 
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1. 引言 

1915 年，爱因斯坦基于三个基本工具或基本线索(以狭义相对论在弯曲空间的推广作为基本出发点、

以黎曼几何为基本数学手段、以牛顿引力为弱场近似迎合条件)为基础建立了广义相对论[1] [2] [3]。广义

相对论解释和预言了太阳系内若干新引力效应，如水星近日点反常进动、星光弯曲、引力红移、雷达回

波延迟等现象，理论与实验的一致性让物理学家们相信广义相对论是一个正确的相对论性引力理论。正

如加速运动的电荷会辐射电磁波，加速运动的质量也会辐射出引力波。广义相对论预言了引力波的存在

[1] [2] [3] [4]。根据该理论，时间与空间并非刚性，而是可以弯曲与扭曲的，如弯曲表现为引力(曲率)，
扭曲表现为挠率。时空的弯曲可以以时空的振动(涟漪)传播开来，表现为引力波。在过去五十年，探测引

力波的手段主要有二[5] [6] [7]：质量四极振子共振法与激光干涉法。前者由于噪声太高、探测频率单一、

需要维持低温，效率不高。探测引力波的希望被寄托在激光干涉法。 
激光干涉法需要设计巨型迈克尔逊干涉仪。为了能测量到微弱引力波经过时导致的迈克尔逊干涉仪

干涉相位的移动，需要从三个角度来提高测量精度：千米长的干涉臂(以便放大干涉相位移动)；高的激光

功率(光子数越多，越能提高清晰度)；多的反射次数(增加干涉臂的有效长度) [2]。随着激光干涉技术、

各种减震技术、数据分析技术的发展，经过三十多年多次 LIGO 技术改进，目前激光干涉引力波观察仪

(Laser Interferometer Gravitational-Wave Observatory, LIGO)探测手段已经能测量到幅度为
211.0 10h −= × 量
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级(无量纲)的引力波。 
2015 年 9 月 14 日，位于路易斯安那州(Livingston)和华盛顿州(Hanford)的两个“激光干涉引力波天

文仪”(LIGO)均独立接受到了一阵相同的时空涟漪(引力波) [8]。该引力波事件被称为 GW150914。它们

被认为来自 13 亿光年(误差约正负五亿光年)之外的质量分别为大约 36 倍太阳质量和大约 29 倍太阳质量

的超越恒星水平级的两个黑洞合并过程。探测到的引力波频率为 35~250 Hz，引力波幅度为
211.0 10h −= × 。

该引力波事件的误报率为二十万三千年一次[8]。GW150914 事件既被认为是人类历史上首次直接探测到

了引力波，也被认为是在历史上人类首次观察到了(用引力波来观察)“双黑洞合并”这一宇宙中最剧烈的

事件，从而人们也可以认为 GW150914 事件真正开创了引力波天文学[8]。继 GW150914 之后不久，美国

路易斯安那州和华盛顿州的 LIGO 研究组又于 2015 年 12 月 26 日探测到另一个也来自双黑洞合并的引力

波信号 GW151226 [9]。 
本文主要介绍和研究了 LIGO 中的干涉臂长、干涉激光波长和频率等物理量在引力波振幅与引力波

潮汐加速度作用下的变化量，尤其是引力波 LIGO 激光波长的引潮力屈伸效应及频率弱相干条件对干涉

相位的影响，其核心方法是研究 LIGO 干涉臂两端悬浮镜和干涉臂内光子(在引力波振幅和引力波潮汐加

速度作用下)的运动方程。本文中的推理是按照本人的理解和钻研编排的，仅供对引力波探测原理感兴趣

的研究人员参考。本文不涉及引力波探测具体技术(如各种减震技术与去噪声技术)。 
本文认为，引力波引起 LIGO 干涉相位移动有五个物理因素：①干涉臂长度的纯几何改变(非潮汐加

速度贡献)；②激光波长的纯几何改变(非潮汐加速度贡献)；③干涉臂长度受潮汐加速度影响导致的改变

(属引力波潮汐加速度贡献)；④激光波长受潮汐加速度影响导致的胀缩效应(属引力波潮汐加速度贡献)；
⑤激光频率的弱相干效应(因引力波的存在，互相垂直的干涉臂内的激光频率有略微不同)。其中①②两条

效应恰好互相精确抵消(这类似如下一个比方：一根受热胀冷缩影响的钢尺测不出一根用同材料制成的钢

条的热胀冷缩系数)，所以①②两条可以不计；第③条即为传统文献内所提的 LIGO 干涉相移来源；第④

条在 LIGO 实验中不重要，但在未来的 LISA(Laser Interferometer Space Antenna)实验观察中重要[10] [11]。
由于本文研究 LIGO 相移，所以不再对第④条详细分析；第⑤条是本文研究重点。根据光的波动干涉理

论，产生稳定干涉图纹的条件是：两列光波具有相同频率、位相差恒定且振动方向一致。在引力波存在

时，激光的色散关系是：( )2
x xc k kω = 。一旦出现引力波，激光的色散关系是 ( )2 xx

x xc g k kω = − ，其中 xxg−
相对于 1 的偏离，就是引力波波幅。我们可以看出，当引力波存在时，激光频率ω 发生了改变(相对于当

引力波不存在时)，数值改变量正比于引力波振幅。进一步可以分析，沿着 X 和 Y 轴干涉臂传播的激光

的频率改变量是相反的，因为 xxg− 与 yyg− 相对于 1 的偏离量(即 1xxg− − 与 1yyg− − )刚好大小相等、符号

相反，因此干涉条件(两列光波具有相同频率)便不再精确满足，不再能形成稳定干涉图纹。我们发现，第

⑤条因素导致的干涉相移与第③条恰好大小相等。但是，文献中一般仅仅介绍第③条因素而忽略第⑤条

因素，这就导致所计算的干涉相移只有实际值的一半，这样与 LIGO 实验比较，会造成人为将引力波振

幅数值放大一倍的后果。若真是这样，那么实际的引力波源距离地球，可能只有原先预测值的一半。如

GW150914引力波信号被认为来自约 13亿光年之外的两个黑洞合并过程，那么如果考虑上面第⑤条因素，

实际引力波源可能仅仅位于六七亿光年之外。 
本文计算引力波 LIGO 相移十分翔实具体，这当然有利于读者，但也使得本文陈述显得冗长。之所

以如此翔实考察，是因为我们怀疑过去几十年对 LIGO 相移的计算并不完整，即他们仅仅考虑由引力波

潮汐加速度引起的 LIGO 干涉臂长度变化所产生的“潮汐相移”(tidal interference phase shift)，而忽视了

由(弱相干)激光频移致使的干涉相移(X 轴与 Y 轴干涉臂内传播的激光在引力波作用下其频率其实并不相

同)，我们发现此“弱相干性相移”(weak-coherence interference phase shift)在数值上与“潮汐相移”大小

相等，因此也必须考虑其在 LIGO 实验中的贡献。 

 
54 



沈建其 
 

2. 作用量原理与引力场中质点的短程线方程 

为了研究在引力波作用下 LIGO 干涉臂长度变化及激光各参量(波数和频率)的变化，我们需要研究干

涉臂终端悬浮镜和干涉臂内光子的运动方程。首先我们研究弯曲时空中的运动粒子的作用量原理与引力

场中质点的短程线方程。按照一般的狭义相对论经典粒子力学，质点的作用量为 0 dS m c s= − ∫ ，其中 ds 为 

四维时空线元。此做法可以推广到弯曲时空，即 d d ds g x xµ ν
µν= 。于是弯曲时空内质点作用量为 

( )( )0 0d d d d d d ,S m c g x s x s s m c g U U sµ ν µ ν
µν µν= − = −∫ ∫                   (1) 

其中四维逆变速度定义为 d dx s Uµ µ= ， d dx s Uν ν= (希腊指标 , 0,1,2,3µ ν = )。于是质点的 Lagrange 量为

( ) 0,d dL x x s m c g U Uµ µ µ ν
µν= − 。当然，在运动方程中 g U Uµ ν

µν 会等于 1。不过在 Lagrange 量中(此时运

动方程还未得到)，我们还不能认为 g U Uµ ν
µν 等于 1，只能把它看作是一个可供做变分运算的泛函，泛函

变量是 xµ
与 d dx sµ 。 

根据 Euler-Lagrange 方程 

d 0,
d

L L
x s Uλ λ

∂ ∂ − = ∂ ∂ 
                                 (2) 

我们可以计算得到 

0
1 ,
2

gL m c U U
x g U U

λ µν µ ν
λ µ ν

µν

∂∂
= −

∂
                            (3) 

0 0 .L m cg U g U U m cU g U U
U

β µ ν µ ν
λβ µν λ µνλ

∂
= − = −

∂
                    (4) 

此时可以使用 1g U Uµ ν
µν = 条件，于是利用 Euler-Lagrange 方程(2)，我们得到质点在引力场(弯曲时

空)中的运动方程(短程线方程) 

( )d 1 0.
d 2

U g U U
s

µ ν
λ λ µν− ∂ =                                 (5) 

当然，它其实就等价于协变方程 ,d d 0U s U Uµ ν
λ µ νλ− Γ = ，其中无挠 Levi-Civita 联络(Christoffel 符号)

为 ( ), 2g g gµ νλ λ µν ν λµ µ νλΓ = ∂ + ∂ − ∂ 。 
上法其实并不新鲜，在一般广义相对论教材中已经隐含。在上面的方法中，我们选取了四维时空距

离 s 作为演化(发展)参数，这明显具有广义坐标变换不变性。其实我们也可以选取时间 t 作为演化参数。

虽然它不具有明显的广义坐标变换不变性，但是所得结果与前述方程(1)一致。该法(选取时间 t 作为演化

参数)的目的主要是为了将引力场中的质点力学与传统分析力学衔接起来。讨论如下： 
在时轴正交情形下，质点的作用量为 

0 0

0 0 00

2
0 00

d d d d d dd d
d d d d d d

d d d ,
d d

i j

ij

i j

ij

x x x x x xS m c g t m c g g t
t t t t t t

x xm c g c g t
t t

µ ν

µν= − = − +

= − +

∫ ∫

∫
              (6) 

其中拉丁指标 , 1,2,3i j = 。故而质点的 Lagrange 量为 

2 2
0 00 0 00

d d ,
d d

i j
i j

ij ij
x xL m c g c g m c g c g v v
t t

= − + = − +                      (7) 
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其中三维普通速度为
d
d

i
i xv

t
= ，

d
d

j
j xv

t
= 。为了方便，我们定义一个有效速度 2

00
d d
d d

i j

ij
x xc g c g
t t

′ = + 。于

是我们可以得到 

0 000
0 0 ,

2 2
k ij i j k

k

gL gm c v v m c v v
x c c

∂∂ ∂
= − −

′ ′∂
                            (8) 

其中
0 0 2v v c= ，最终得到 

0 2
k

k

gL m c v v
x c

µν µ ν∂∂
= −

′∂
                                   (9) 

(时空指标 , 0,1,2,3µ ν = )。由于
1 1 d d

d d
x xv U

c c t s

µ µ
µ µ= = =

′ ′
，所以 

0 .
2

k
k

gL m cc U U
x

µν µ ν∂∂ ′= −
∂

                                 (10) 

另一方面，粒子的正则动量为 

0 0 0 .j j
kj kj kk

L m cg v c m cg U m cU
v
∂ ′= − = − = −
∂

                           (11) 

于是根据 Euler-Lagrange 方程
d 0
dk k

L L
x t v
∂ ∂ − = ∂ ∂ 

，我们就可以得到质点的运动方程 

d 0
d 2

k
k

g
U c U U

t
µν µ ν∂

′− =                                    (12) 

(空间指标 1,2,3k = )，此也即(5) (对应于指标 1,2,3λ = )，其中用到了 d ds c t′= 。 
下面我们来看该法下的质点粒子的哈密顿量 H 。先计算粒子的正则动量 0

k
k kp L v m cU= ∂ ∂ = −  (空间

指标 1,2,3k = )，于是根据分析力学，质点粒子的哈密顿量应当为 
2 2

0 00 0 00 ,k j k i j i j
k kj ij ijH p v L m cg v v g c g v v m c g c g v v= − = − + + +                  (13) 

该式子进一步可以写为 

( )2 2
0 00 00 .i j j k i j

ij kj ijH m c g c g v v g v v g c g v v= + − +                        (14) 

我们立即可以看出，引力场中质点粒子的哈密顿量为 

( ) ( )0 2 2 0 2 2
0 00 00 0 00 0 0,i j

ijH m v g c g c g v v m U g c m c U= + = =                    (15) 

此即 0H p c=  ( 0p 为四维协变动量第零分量)。这里我们用到了如下关系式 0 0 2
00

i j
ijU v g c g v v= + 、

0 0d dv x t c= = 以及 0
0 00U g U= 。式(15)的哈密顿量的弱场近似包含了我们所熟悉的牛顿力学机械能： 

222 2
0 0 2 2 22

2 2

2
2 2 20

0 0 02 2

21 2 11 1
221

1 11 .
2 2

GM
GM GMc rH m c m c
c r c r cGM

c r c
GMmGMm c m c m

rc r c

−   ≅ ≅ − + +  
  − −

 
≅ − + = − + 

 

v
v

v v  

                  (16) 

以上是本作者提出的引力场中质点粒子的分析力学理论方法。该方法说明引力场中质点粒子的四维

协变动量第零分量可以看作是一个可测哈密顿量( 0H p c= )，因此研究四维协变动量在引力波作用下的变

化尤为重要。 
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3. 干涉臂长度和激光波长的纯几何改变(非潮汐加速度贡献) 

广义相对论中的(标准)长度、动量受引力波的两类贡献而发生变化：纯几何意义上的变化、引力潮汐

力(引力落差)致使物理量(长度、波长)屈伸。纯几何意义上的长度变化与引力波度规直接有关，度规的梯

度即为(传统的)引力场强，不过这类效应原则上可以借助等效原理把它们消去。但是，引力场强的梯度即

引力落差也即引力波导致的(质点粒子之间的)潮汐加速度，与黎曼曲率有关，它是不可被等效原理消去的。 
这里先研究第一类效应(在引力波影响下纯几何意义上的干涉臂长度变化与激光波长变化)。下面先简

要介绍 LIGO 干涉仪探测引力波的基本工作原理(这方面文献很多，例如[2] [3] [4])。LIGO 干涉仪(图 1)
由两个相互垂直的长为四千米的干涉臂组成，干涉臂末端悬浮着具高反射率的镜面。在两臂交点处有一

个束分器，激光从光源射出，光束被束分器一分为二，进入互相垂直的干涉臂内，传播四千米后，被干

涉臂末端的反射镜反射回束分器。为了提高干涉臂有效长度，激光束还可以在干涉臂中来回振荡反射几

十到几百次。最终两干涉臂内的激光返回来交会到束分器处，再汇集到光探测器上，形成 LIGO 干涉条

纹。引力波会导致两干涉臂长度发生大小相反的变化(如一臂的长度略微变长，另一臂的长度略微缩小)，
从而发生由引力波导致的激光干涉相移效应。 
 

 
Figure 1. The schematic diagram of LIGO (Laser Interferometer Gravitational-Wave Observatory) [8] [9]. The LIGO detec-
tors at Hanford, WA (H1) and Livingston, LA (L1) are two modified giant Michelson interferometers, which can be used to 
measures the propagating gravitational-wave amplitudes via extremely tiny length change of their respective two orthogonal 
interferometer arms. Each 4-km interferometer arm is formed by two test masses (mass mirrors serving as optical resonator 
mirrors). In order to enhance the interference phase shift (detected at Photodetector) and measure accuracy, each arm com-
prises an optically resonant cavity (two test mass mirrors) for multiplying the phase shift by a factor of 300. There are a par-
tially transmissive power-recycling mirror at the laser input for dramatically increasing laser input and a partially transmis-
sive signal-recycling mirror at the laser output aiming at optimizing signal extraction of gravitational waves [8] 
图 1. 探测引力波的激光干涉仪示意图[8] [9]。位于美国路易斯安那州(Livingston)和华盛顿州(Hanford)的两个引力波

激光干涉仪均是巨型迈克尔逊干涉仪，在每个干涉仪中，两条互相垂直的干涉臂(两个悬浮镜之间)均长四千米。如果

引力波垂直入射 X-Y 平面，引力波的横波特性会致使 X 与 Y 干涉臂长度发生变化，从而影响迈克尔逊干涉仪干涉

相位。为了放大 LIGO 相移和提高测量精度，每一个干涉臂包含了一个光学共振腔，可以让相移放大 300 倍。强的

激光功率可以提高干涉相位的测量精度，位于激光输入端(向干涉臂输入)的功率循环器(Power Recycling，也称为功

率倍增器)可以放大激光功率几千倍；位于激光输出端(向光探测器输出)的信号循环器(Signal Recycling)可以优化引力

波信号提取质量[8] 
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设时空内存在(横波零迹规范)引力波，四维时空线元为 

( ) ( )2 2 2 2 2 2d d 1 d 1 d 2 d d d ,xx xx xys c t h x h y h x y z= + − + + − − + −                   (17) 

其中引力波幅(横波)为 ( ),xx xxh h t z= ， ( ),xy xyh h t z= ，其数量级为
2110− (无量纲)。引力波传播方向为 Z 轴(垂

直于两干涉臂)，巨型迈克尔逊干涉仪中互相垂直的两臂分别位于 X 和 Y 轴，两束激光分别在两条干涉

臂中传播与反射(可多次循回以增大干涉臂有效长度)。两干涉臂两端都挂有悬浮镜(如用石英丝悬挂)，用

来反射激光。每条干涉臂两端的悬浮镜之间的距离称为干涉臂长(其逆变长度可以表示为
xL 、

yL )。 
我们先研究悬浮镜在引力波作用下的运动方程：d d 0U s U Uλ λ µ ν

µν+ Γ = ，其中无挠 Levi-Civita 联络

(Christoffel 符号)为 

( ), 2.g g g g gλ λσ λσ
µν σ µν ν σµ µ νσ σ µνΓ = Γ = ∂ + ∂ − ∂                        (18) 

我们设悬浮镜初始(速度)条件为
0 1U = ， 0iU =  ( , ,i x y z= )。在引力波作用下，干涉臂长度改变了 iζ ，

那么悬浮镜速度为 d di sζ 。于是悬浮镜运动方程 d d 0U s U Uλ λ µ ν
µν+ Γ = 就退化为 0 0

00d d 0U s U Uλ λ+ Γ =  
( U Uλ µ ν

µνΓ 内其它与
iU 有关的项因为太小可以不计 )。由于 ( )00 0 0 0 0 00 2 0g g g gλ λσ

σ σ σΓ = ∂ + ∂ − ∂ =  
( 0, , ,x y zλ = )，由此可以看出，悬浮镜的加速度为零(包括加速度第零分量 0d dU s 与空间纵向分量加速度

d dzU s 也为零)。因为 d d 0iU s =  ( i 为空间指标) ，我们得到干涉臂终端的悬浮镜速度
iU 为常数的结论

(即 iU 不因为引力波到来而改变)。既然在引力波到来之前悬浮镜是静止的( d d 0i iU x s= = )，于是在引力

波到来之后，悬浮镜仍应该静止(因为悬浮镜加速度 d d 0iU s = )，那么我们进一步有 d d 0i iU x s= = 。这

等于说悬浮镜位移改变量 d 0ix = ，即悬浮镜位置没有因为引力波到来而改变。所以，干涉臂(逆变)长度
xL ，

yL 不变(即 xL 与
yL 不受引力波波幅的纯几何意义上的屈伸影响)。 

特别值得强调，由于 0λ = 时， 00
λΓ 也为零，那么 0d d 0U s = ，干涉臂终端的悬浮镜的

0U 为常数(即
0U 不因为引力波到来而改变)。由于在引力波到来之前，我们有四维时空线元 2 2d 1 ds c c t= − v ，其中 v

为悬浮镜速度，那么 0 0 2 2d d d d 1 1U x s c t s c= = = − v 。由于悬浮镜静止(即 0 1U = )且一直静止(因为
0d d 0U s = )，意味着

0 1U =  (在引力波到来之前 )，在引力波到来之后，仍旧有
0 1U = ，即

0 1 1 i j
ijU g v v= − 为 1(指标 ,i j 为空间指标)，也即悬浮镜并没有因为引力波到来而运动，即悬浮镜速度

iv
恒为零(当然，这里仅仅研究悬浮镜之短程线运动，扣除了引力波潮汐加速度的贡献。潮汐加速度贡献将

在下节讨论)。 
下面研究干涉臂内激光光子的运动。利用 0k m cUλ λ=  ( kλ 为光子四维波矢量，是一个协变矢量；

为普朗克常数)，由方程(5)，激光波数遵守方程 

( )d d 2 0.k s g k Uµ ν
λ λ µν− ∂ =                              (19) 

由于激光沿着 X 或 Y 臂传播，所以 k µ
与Uν

在时间分量上与 X, Y 轴分量上都有非零数值。由此光

子的四维波矢量(协变波数)方程为 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

0 0
00

d 1 1 1
d 2 2 2

1 1 0.
2 2

x x y y
xx yy

x y y x
xy yx

k g k U g k U g k U
s

g k U g k U

λ λ λ λ

λ λ

− ∂ − ∂ − ∂

− ∂ − ∂ =
                 (20) 

我们发现：当指标 ,x yλ = 时，所有 gλ µν∂  ( ,µ ν 取 ,x y )都为零。这说明 xk 与 yk 不变(即不受引力波

影响)。但是光子的协变波数 zk 是有细微变化的(不过 zk 的变化不会影响干涉相位)。当时空指标 0λ = 时，

显然由于 ( ),xx xxh h t z= ， ( ),xy xyh h t z= ，故而波数第零分量(激光频率) 0k 是变化的(所以，激光频率在引力

波作用下是要变化的)，从而它使得两干涉臂中的激光不再满足相干条件(我们称之为激光频率“弱相干
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(weak coherence)条件”。由此产生的干涉相移是本文的重点，因为它在前人文献内疑似未曾指出)。如仅

仅考虑沿着 X 轴干涉臂内传播的光子，方程(20)即为 

( )0 0d d 2 0.x x
xxk s g k U− ∂ =                            (21) 

由于对光子，我们有
0xk k→ ， 0 0d dxU U x s→ = ，显然可得 ( )0 0

0 0d d 2 0xxk x g k− ∂ = 。此结果也可

以这样来说明：在 ( )0 0d d 2 0x x
xxk s g k U− ∂ = 两边乘以静止质量 0m  (我们不限于讨论光子)，得到 

( )0 0 0 0d d 2 0.x x
xxm k s g k m U− ∂ =                      (22) 

由于四维时空距离是 2
00d di j

ijs g c g v v t= + ，而对于光子， 2
00

i j
ijg g v v c+ 极限为零， 0m 的极限也

为零，但是 2
0 00

i j
ijm g g v v c+ 这个 0/0 的极限并不为零，而是正比于 0k c 。于是我们得到 

( ) ( ) ( )0
0 0 0 0d d 2 0,x

xxk c k x g k k c− ∂ =                      (23) 

其中用了 0 0
xm U k c→ 。最终我们也可以得到 ( )0 0

0 0d d 2 0xxk x g k− ∂ = 。在该式两边对时间积分一次，再

利用引力波波幅 1xx xxg h= − + ，我们发现 0k 的改变量 0kδ 满足方程： 
0

0 2 0.xxk h kδ − =                                 (24) 

此结论即为第 6 节即将用另法( 0k k µ
µ = )得到的干涉激光频率改变量 2x xxhδω ω=  [即本文用两法证

明了激光频率在引力波作用下是要发生改变的，且 X 与 Y 轴上的激光频率改变量相反，由此我们认为，

这将导致 LIGO 中的因频移引发的“弱相干相移”(weak-coherence phase shift)]. 
本节结论：上面已经证明激光光子的协变波数 xk 、 yk 不受引力波影响；干涉臂(逆变)长度

xL 、
yL 也

不变，故而干涉相位 x
xk L 与

y
yk L 不受引力波影响。但是，X 与 Y 轴上的激光频率在引力波作用下是要发

生改变的(改变量相反，即 2x xxhδω ω= + 和 2y xxhδω ω= − )，由此将导致 LIGO 中的弱相干相移(我们将在

第 6 节专门研究弱相干相移)。 
以上是从激光场的协变波数与干涉臂的逆变长度等角度来看待干涉相位的。在微分几何中，任何矢

量物理量都有协变与逆变之分(如协变时间、逆变时间；协变坐标、逆变坐标；协变动量、逆变动量)。虽

然这些量并无直接度量的意义，但是对于计算可测标量(如干涉相位)，十分方便。通常，这些物理量(协
变与逆变矢量)也可以转化为标准(固有)量，此时才具有直接的度量意义，我们来研究干涉臂的标准(固有)
长度与干涉光子的标准(固有)波数。我们只看一条干涉臂(X 轴干涉臂)，其标准长度 stan

x x
xxL g L= − ，而

激光光子的标准波数为 stan
xx

xk g k= − ，于是干涉相位 

( )( )stan stan
x x xx x

xx x xL k g L g k L k= − − =                          (25) 

不变(因为在精确到引力波幅度平方
2h 的条件下， xxg 与 xxg 互为倒数)。或者也可以做这样的理解：

由激光光子标准波数 stan
xx

xk g k= − ，激光标准波长为   

( )stan 2π 2πxx
x xx xg k g kλ = − = −                          (26) 

(注：在本文的度规选择法 [ ]diag 1, 1, 1, 1gµν = + − − − 中，协变波数 xk 是一个负数)。干涉相位就是

stan stan2π xL λ− 。尽管干涉臂标准长度 stan
xL 在引力波作用下会屈伸，但与此同时激光标准波长 stanλ 在引力波

作用下也以同等比例屈伸(即被测长度与标准尺共同拉伸或收缩，比例系数都是
xxg− )，所以最终干涉相

位并不受引力波影响，干涉臂的标准臂长的纯几何形变其实不可测。以上多种理解(无论就物理意义还是

数学表述)其实都是等价的。 
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4. 引力波潮汐加速度导致悬浮镜相对于短程线的偏离方程 

我们研究干涉臂两端悬浮镜的相对加速度(由引力波潮汐力引起) [12] 
2

2 0.
d

D R L U U
s

λ
λ µ σ ν
σµν

ξ
+ =                               (27) 

这里，黎曼曲率张量是 

.Rλ λ λ λ τ τ λ
σµν µ σν ν µσ µτ νσ σµ τν= ∂ Γ − ∂ Γ + Γ Γ − Γ Γ                     (28) 

Lµ
就是 X、Y 臂(逆变)长度( xL ，

yL )。注意：只有当引力波波长远大于
xL ，

yL  (且观察时间远远小

于 xL c ， yL c )公式(27)才成立，否则需要将干涉臂
xL ，

yL 进行一段段分割讨论。注意: 
2 2 2 2d d d ,D s s U Uλ λ λ µ ν

µνξ ξ= + Γ                           (29) 

这部分已经在前面讨论，所以这里不再讨论 U Uλ µ ν
µνΓ 项。黎曼曲率张量内的

λ τ τ λ
µτ νσ σµ τνΓ Γ − Γ Γ 因

为太小(在精确到引力波幅度平方
2h 下才为非零，在精确到 h 时完全可以看作为零)，故而我们不必讨论

该项。于是根据公式(27)，我们有退化的方程 

( )2 2
00 0 0d d 0.z z z z

z zs Lξ + ∂ Γ − ∂ Γ =                          (30) 

显然由于 00 0 0
z z

z z∂ Γ − ∂ Γ 与
zL 都为零，故而悬浮镜在 Z 方向的相对加速度 2 2d dz sξ 为零；对于

2 0 2 0 0 0
0 0d 0D s R L U Uµ
µξ + = ，由于

0
0 0R µ 为零，故而 0ξ 的变化率没有讨论意义。下面我们来看 X 轴干涉

臂两端的悬浮镜在 X 轴上的相对加速度： 

( ) ( )
2

00 0 0 00 0 02

2

0 0 0 02

d 0
d

d 0.
d

x
x x x x x y

x x y y

x
x x x y

x y

L L
s

L L
s

ξ

ξ

+ ∂ Γ − ∂ Γ + ∂ Γ − ∂ Γ =

⇒ − ∂ Γ − ∂ Γ =

                 (31) 

由于 0 , 0 , 0
x xx xy

x x x y xg gΓ = Γ + Γ  (右边第二项 , 0
xy

y xg Γ 因为属于引力波幅度平方
2h 量级，故其太小，可

不计)，所以 

( )( ) ( )0 , 0 0 0 0 01 2 1 2 .x xx
x x x xx x x x x xxg g g g gΓ = Γ = − ∂ + ∂ − ∂ = − ∂              (32) 

另， 0 , 0 , 0
x xx xy

y x y y yg gΓ = Γ + Γ  (右边第二项 , 0
xy

y yg Γ 太小故不计)，所以 

( )( ) ( )0 , 0 0 0 0 01 2 1 2 .x xx
y x y xy y x x y xyg g g g gΓ = Γ = − ∂ + ∂ − ∂ = − ∂              (33) 

由于引力波度规 1xx xxg h= − + ， xy xyg h= ，以及 ds 高度精确等于 dc t ，由(31)我们有 

( ) ( )( )2 2 2 2 2 2d d 2 0.x x y
xx xyt h t L h t Lξ + ∂ ∂ + ∂ ∂ =                     (34) 

同理，Y 轴干涉臂两端的悬浮镜在 Y 轴上的相对加速度为 

( ) ( )( )2 2 2 2 2 2d d 2 0.y y x
xx xyt h t L h t Lξ + − ∂ ∂ + ∂ ∂ =                     (35) 

对以上两相对加速度关于时间积分两次，可以得到重要结论(两干涉臂在引力波潮汐加速度作用下的

屈伸长度，此为 LIGO 干涉相移来源(之一))： 

( ) ( )1 1, .
2 2

x x x y y y y x
xx xy xx xyL h L h L L h L h Lδ ξ δ ξ= = − + = = − − +                (36) 

由(35)式，我们可以得到悬浮镜速度 ( ) ( )( )d d 2y y x
xx xyt h t L h t Lξ = − − ∂ ∂ + ∂ ∂ 。 
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由于 xxh t∂ ∂ 数量级为 g xxhω  ( gω 为引力波频率)，那么在引力波潮汐力作用下，悬浮镜速度数量级为

g xxh Lω   
(此数值含有两个小因子 gL λ 和 xxh ， gλ 为引力波波长)。悬浮镜速度对上节所计算的速度 d di iU x s=

和 0 0d dU x s= 的修正，是微乎其微的(即为 2
xxh 量级，可以不计)，例如 0 1 1 i j

ijU g v v= − 中的
i j

ijg v v 就是
2
xxh 和

2
xyh 量级。 

根据式(27)，我们研究悬浮镜的短程线偏离方程之第零分量：
2 0

0
2 0

d
D R L U U

s
µ σ ν

σµν
ξ

+ = 。根据实际情

况，该式应退化为
2 0

0 0 0
0 02 0

d
D R L U U

s
µ

µ
ξ

+ = 。显然，由于黎曼曲率张量分量
0

0 0 0R µ = ，这就导致悬浮镜速

度第零分量不存在短程线偏离，它仍旧遵守短程线方程
2 0

2 0
d

D
s
ξ

= 。 

为简化，下面我们仅仅考虑 xxh 的贡献，不考虑 xyh 。则根据(36)式，X与Y干涉臂逆变长度改变量分

别为
1
2

x x x
xxL h Lδ ξ= = − 、

1
2

y y y
xxL h Lδ ξ= = 。于是干涉相位改变量为(假设光子在X与Y干涉臂上各自来

回一次) 

( ) 1 12 2 2 .
2 2

x y x y
x y x xx y xx x xxk k k h L k h L k h Lφ ξ ξ  ∆ = − = − − = − 

 
              (37) 

这里我们假设了 y xk k= 与
x yL L L= =  (前者当然成立，后者是LIGO实验设置)。如果激光在干涉臂

循回 n 次，那么干涉相位移动量就放大 n 倍，该相移(起源于引力波潮汐力导致干涉臂长度变化)为 

2 x xxn k h Lφ∆ = −                                   (38) 

以上相移(起源于引力波潮汐力导致干涉臂长度变化)其实是熟知的结果(针对引力波波长远远大于

LIGO干涉臂的情形)。 
注意：上节已经论证，引力波振幅 xxh 的存在，不会改变激光协变波数 xk 。当然，因为引力波波幅

毕竟还含时空坐标，因此会导致引力波潮汐加速度。引力波潮汐力的存在，会改变激光协变波数 xk (这
一点在下节会详细论述)，但如果引力波波长远远长于LIGO干涉仪臂长，那么激光协变波数 xk 改变量可

以不计，例如引力波事件GW150914 与GW151226 中，频率为 200 赫兹的引力波波长为
61.5 10× 米，远大

于LIGO干涉臂长(4 千米)。 
下面研究一下激光在干涉臂循环 n 次所需要的时间 t∆ 。粗略地说，这个结果就是

( )0 2xt t t nL c∆ = − =  
(其中

( )0
xt 为X轴干涉臂内的激光从激光源出来、然后在分束镜透过的时刻， t 为激光经过在X轴干涉臂 n

次来回振荡后回到分束镜的时刻)。但实际上我们需要细致计算：根据光子短程线上的四维时空距离定义， 

针对在X轴干涉臂的光子，我们根据
2d d ds g x xµ ν

µν= =0 ，有 ( )( )22 2d 1 x
xxc t h L= − 。由于引力波潮汐加速

度使得逆变臂长
xL 变化为 ( )1 2x

xxL h− ，于是原方程 ( )( )22 2d 1 x
xxc t h L= − 需要变为 

( ) ( )
22 2d 1 1 2x

xx xxc t h L h = − −  ，即 ( ) ( )222 2d 1 x
xxc t h L= − ，从而 ( )1 dx

xxL c h t= + 。于是激光在干涉臂循环

n 次所需要的时间
( )0
xt t t∆ = − 可以由下式获得： 

( )( )02 1 d .
x

t
xxt

nL c h t= +∫                                (39) 

同理，针对在Y轴干涉臂的光子，在干涉臂循环 n 次所需要的时间
( )0
yt t t∆ = − 可以由下式获得： 

( )( )02 1 d ,
y

t
xxt

nL c h t= −∫                                 (40) 
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其中
( )0
yt 为Y轴干涉臂内的激光从激光源出来、然后到达分束镜并透过分束镜的时刻， t 也为激光经过在

Y轴干涉臂 n 次来回振荡后回到分束镜的时刻。 
由于引力波潮汐力缘故，X轴逆变长度变为 ( )1 2xxL h− ，故在X轴干涉臂上循回振荡一次获得的相位

为 ( )2 1 2x xxk L h⋅ − ， n 次循环就得相位 ( )2 1 2x xxk nL h⋅ − ，但此处 2nL 需要用式(39)代入，那么X轴干

涉臂上 n 次循环累积相位就为 

( )( ) ( )0 01 1 d 1 d .
2 2x x

t txx xx
x x xx xt t

h hk c h t k c tφ    = + − = +   
   ∫ ∫                   (41) 

获得此结果的更为严密的方法是使用分段分析法：激光在X轴干涉臂上传播一段距离 l∆  ( l∆ 远小

于 L )获得的相位为 ( )( )1 2x xxk l h⋅ ∆ − ，而经过这段距离 l∆ 需要的时间的计算可以参考(39)，即 

( )1 d
t

xxt
l c h t

′′

′
∆ = +∫ ，那么该相位 ( )( )1 2x xxk l h⋅ ∆ − 就被化为 

( )( ) ( )1 1 2 d 1 2 d
t t

x xx xx x xxt t
k c h h t k c h t

′′ ′′

′ ′
+ − = +∫ ∫ ，于是X轴干涉臂上 n 次循环(有效臂长是 2nL )累积 

相位就是(41)。同理，由于引力波潮汐加速度的缘故，Y轴逆变长度变为 ( )1 2xxL h+ ，故在Y轴上循回一

次相位为 ( )2 1 2x xxk L h⋅ + 。激光在Y轴干涉臂上经历 n 次循回振荡后就得相位 ( )2 1 2x xxk nL h⋅ + 。考虑

到式(40)，Y轴干涉臂上 n 次循环累积相位为 

( )( ) ( )0 01 1 d 1 d .
2 2y y

t txx xx
y x xx xt t

h hk c h t k c tφ    = − + = −   
   ∫ ∫                   (42) 

于是，LIGO巨型迈克尔逊干涉仪相移(起源于引力波潮汐力导致干涉臂长度变化)为 

( ) ( )( ) ( )( )( )0 0
0 0 1 d d .

2 x y

t t
x y x y x x xx xxt t

k c t t k c h t h tφ φ φ∆ = − = − + +∫ ∫              (43) 

这两项是同阶小量，都不可忽略不计。我们可以先在定性上分析一下：如果引力波频率很低，或引

力波波长远远大于干涉臂长(在引力波事件GW150914 与GW151226 中，引力波波长是干涉臂长的几百倍。

当然对于实际LIGO情形还要考虑 n 次循回振荡导致的有效臂长 nL )， xxh 可以近似看作与时间关系不大，

上式可以近似写为 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )0 0 0 01 .
2x y x y x x xx x xx yk c t t k c h t t h t tφ φ φ  ∆ = − = − + − + −             (44) 

由(39)和(40)，我们有 ( ) ( )( )02 1 xx xnL h c t t+ = − 、 ( ) ( )( )02 1 xx ynL h c t t− = − ，于是 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )0 0 0 04 , 4 .y x xx xx x xx y xxc t t nLh c h t t h t t nLh − = − − + − = 
             (45) 

那么LIGO巨型迈克尔逊干涉仪相移(属于“潮汐相移”)为 

2 .x y x xxk nLhφ φ φ∆ = − = −                            (46) 

这与前面结果(38)相同。 
LIGO巨型迈克尔逊干涉仪相移还有其它表示形式：激光在X臂与Y臂上循回传播得到的相位分别是 

( )
( )( ) ( )0 0
01 d d ,

2 2x x

t txxx
x x x x xxt t

k chk c t k c t t h tφ  = + = − + 
 ∫ ∫                  (47) 

( )
( )( ) ( )0 0
01 d d .

2 2y y

t txxx
y x x y xxt t

k chk c t k c t t h tφ  = − = − − 
 ∫ ∫                  (48) 

 
62 



沈建其 
 

我们分别代 ( ) ( )( )02 1 xx xnL h c t t− = − 与 ( ) ( )( )02 1 xx ynL h c t t+ = − 入上两式，得到 

( ) ( )

( )

0

0

2 1 d
2

2 2 d ,
2

x

x

tx
x x xx xxt

tx
x x xx xxt

k c
k nL h h t

k c
k nL k nLh h t

φ = ⋅ − +

= ⋅ − ⋅ +

∫

∫  

                      (49) 

( ) ( )

( )

0

0

2 1 d
2

2 2 d .
2

y

y

tx
y x xx xxt

tx
x x xx xxt

k c
k nL h h t

k c
k nL k nLh h t

φ = ⋅ + −

= ⋅ + ⋅ −

∫

∫  

                      (50) 

值得注意的是，如果引力波波长比有效臂长 nL 要长很多， 2 xxnLh 可以近似写为
2

d
t

xxt nL c
c h t

−∫ ，而

( )0 d
x

t
xxt

h t∫ 内的
( )0
xt 与 ( )0 d

y

t
xxt

h t∫ 内的
( )0
yt 也近似等于 2t nL c− ，故而激光在X臂与Y臂上循回传播得到的相位

分别可以化为 

2 2
2 d , 2 d .

2 2
t tx x

x x xx y x xxt nL c t nL c

k c k c
k nL h t k nL h tφ φ

− −
= ⋅ − = ⋅ +∫ ∫              (51) 

这种写法，其物理含义是十分明确的，因为它们就是 

2 2
1 d , 1 d .

2 2
t txx xx

x x y xt nL c t nL c

h h
k c t k c tφ φ

− −

   = − = +   
   

∫ ∫                  (52) 

这两个表达式可以诠释如下：由于引力波潮汐加速度的存在，X臂长度变化为原先的1
2
xxh

− 倍，Y臂

长度变化为原先的1
2
xxh

+ 倍，上面(52)体现了这一点。 

顺便提及，使用式(39)与(40)，由 ( )( ) ( )( )0 01 d 1 d
x y

t t
xx xxt t

c h t c h t+ = −∫ ∫ ，我们可以得到 

( )( ) ( )
( )( ) ( )0 0

0 0d d
x y

t t
x xx y xxt t

c t t c h t c t t c h t− + = − −∫ ∫ ，也即 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )0 0
0 0 d d .

x y

t t
y x xx xxt t

c t t c h t h t− = − +∫ ∫                           (53) 

于是LIGO巨型迈克尔逊干涉仪相移(起源于引力波潮汐力导致干涉臂长度变化)也可以写为  

( ) ( )( )0 01 .
2x y x y xk c t tφ φ φ∆ = − = −                             (54) 

值得注意的是，对于光子，由于 d d 0xt k xω − = ，那么 dxk x 的累积也可以转化为时间上 dtω 的累积。

不过，需要注意的是频率需要用 ( )1 2xxhω + 来代替(这个结论将在本文后面论证)，于是在X轴干涉臂上

相位为 ( ) ( )( )01 2x xx xh t tφ ω= + − 。使用 ( ) ( )( )02 1 xx xnL h c t t+ = − ，可得激光在X轴干涉臂内循回传播得到的

相位 

( ) ( )
21 2 2 1 .
1 2

xx
x xx

xx

nL hh nL
c h c

ωφ ω  = + = ⋅ ⋅ − +  
                      (55) 

对于Y轴干涉臂，频率需要用 ( )1 2xxhω − 来代替(这个结论将在本文后面论证)，于是在Y轴干涉臂上

相位为 ( ) ( )( )01 2y xx yh t tφ ω= − − 。使用 ( ) ( )( )02 1 xx ynL h c t t− = − ，得到激光在Y轴干涉臂内循回传播得到的

相位 

( )
21 2 1 .

2 1 2
xx xx

y
xx

h nL hnL
c h c

ωφ ω   = − = ⋅ ⋅ +   −   
                      (56) 
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于是LIGO巨型迈克尔逊干涉仪相移(起源于引力波潮汐加速度导致干涉臂长度变化)为 

2 2 .x y xx x xxnLh k nLh
c
ωφ φ φ∆ = − = − ⋅ = −                          (57) 

我们之所以在这里给出潮汐相移的多种表达法，乃为促进对下面所要钻研的由X和Y轴干涉臂激光频

移(X与Y干涉臂内的光波有略微不同的频率)产生的弱相干LIGO相移的理解。为了与弱相干相移 weakφ∆ 区

分，上面的潮汐相移 φ∆ 在下文将表示为 tidalφ∆ 。 
特别需要强调的是，从激光源(Laser Source)到束分器(Beam Splitter)这段距离SS (见图 1)对于两束光

而言都是需要传播的相同路径，故由此产生的相位是一样的，它们并不导致干涉相位的移动，所以可以

不计。但也得说明一点，由于干涉的两束光在X, Y干涉臂上所驻时间并不同，它们从激光源出发，其实

是在不同时刻( ( )0
xt 、

( )0
yt )到达束分器的。由于引力波振幅 xxh 是含时的，故由于引力波潮汐加速度影响，

从激光源到束分器这段距离长度SS是随时间变化的，对X, Y干涉臂两束光而言，它们在这段距离SS产生

的相位其实是略微不同的，因此也能导致LIGO干涉相移。但由于这段距离SS太短，最终这个相移仍旧可

以忽略不计。类似(39)与(40)，我们有 

( )( )

( )

( )( )

( )0 0

i iSS SS1 d , 1 d .x y

x y

t t
xx xxt t

L c h t t L c h t t= + = +      ∫ ∫               (58) 

由于
( ) ( )0 0
x yt t≠ ，所以

( ) ( ) ( ) ( )0 i 0 i
x x y yt t t t− ≠ − 。

( )i
xt 与

( )i
yt 分别为X与Y轴干涉臂内的激光从激光源出来的时

刻，
( )0
xt 与

( )0
yt 分别为X与Y轴干涉臂内的激光到达束分器的时刻。对于将在X, Y干涉臂上传播的两束光，

它们在SS这段距离上的相位各自是 

( )
( )

( )

( )

( )
( )

( )

( )0 0

i iSS SS1 d , 1 d .
2 2

x y

x y

t txx xx
x xx yt t

h t h t
k c t k c tφ φ

   
= + = +   

   
∫ ∫            (59) 

说明：由于 SS 这段距离位于 X 轴上，所以(59)内的被积式均是
( )1

2
xxh t

+ 。由于引力波振幅 xxh 是含

时的，这两个相位并不相等。但是由于 SB 长度 SBL 远远小于两个干涉臂长(4 km)，故而 ( )SSxφ 与 ( )SSyφ 可以

被忽略不计。 
需要指出，以上是干涉臂逆变长度的改变量(并非标准长度的改变量)。值得一提的是，前面提到过的

干涉臂标准长度(几何意义上的)改变量与这里得到的干涉臂逆变长度的改变量(因引力波潮汐力引起)恰
好相等。如：干涉臂标准长度平方是 

( )2
stan 2 ,x x y y x y

xx yy xyL g L L g L L g L L= − + +                       (60) 

利用引力波 1xx xxg h= − + ， 1 1yy yy xxg h h= − + = − − ，干涉臂标准长度为 
2
stan 2 .x x y y x x y y x y

xx yy xyL L L L L h L L h L L h L L= + − − −                   (61) 

于是其改变量是 
2
stan 2 .x x y y x y

xx xx xyL h L L h L L h L Lδ = − + −                         (62) 

另一方面，由引力波潮汐加速度伸缩导致的改变量是 ( ) 2 2x x y y x x y yL L L L L L L Lδ δ δ+ = + 。由前面已得

的(36)，我们发现，显然 ( )x x y yL L L Lδ + 等于 2
stanLδ 。特别强调：虽然干涉臂标准长度的改变量 stanLδ 与这

里的干涉臂逆变长度的改变量
xLδ  (及 yLδ ) (因引力波潮汐力)恰好相等，但这是两个起源压根不同的伸

缩，不可混为一谈(不可将它们看作是同一长度伸缩的不同体现)。前者属于弯曲时空几何量的改变，后者

来源于引力波潮汐加速度( R L U Uλ µ σ ν
σµν )对其的伸缩贡献。前者因为是几何量的改变，故而不可测(在引
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力波作用下，干涉臂标准长度 stan
xL 与激光标准波长 stanλ 以同等比例屈伸，即被测长度与标准尺共同拉伸

或收缩)，后者才是由真正的引力(引潮力)产生的干涉臂长度伸缩(引力潮汐力才是真正的可测引力，它不

可利用等效原理抵消掉)。前者即使在静态引力“波”情形(即所谓静场条件下)也可出现，但后者在静场

条件下并不出现(这可以从式(35)看出)。 
前面已经论证：激光光子协变波数 xk ， yk  (在 , k Uµ ν

µ νλ−Γ 项作用下)不变，此即意味着由此定义的

“逆变”波长也不变，但是激光标准波长 stanλ 是要受到引力波影响的(因为 ( )stan 2π xx
xg kλ = − )。不过

它与干涉臂标准长度 stan
xL 同等比例伸缩，实际上并无可观测效应(即无干涉相位的移动)。  

5. 引力波潮汐加速度致使激光波长胀缩效应 

激光波长能否在引力波潮汐力作用下伸缩？由(27)， d 0Dk s R L U kλ λ µ σ ν
σµν+ =  ( 0k m cUλ λ= ，k λ

为

光子的四维波矢量)，取指标 0λ = ， 
0 0 0 0 0 0

0 0

0 0 .

x x y y
x x y y

x y y x
x y y x

R L U k R L U k R L U k R L U k

R L U k R L U k

µ σ ν µ µ µ
σµν µ µ µ

µ µ
µ µ

= + +

+ +
                (63) 

( µ 取 ,x y )。由于非零的黎曼曲率张量分量为 0 0 ,00 2x x xxR h= − ， 0 0 0 0 ,00 2y y x x yyR R h= − = − ，

0 0 0 0 ,00 2x y y x xyR R h= = − ，于是我们可以判断
0R L U kµ σ ν
σµν 中所有项都为零，所以激光光子

0k 并不受到引

力波潮汐加速度影响。 
取指标 xλ =  (针对 X 轴干涉臂)，我们有 

0 0
0 0

.

x x x x x x y y
x x y y

x x y x y x
x y y x

R L U k R L U k R L U k R L U k

R L U k R L U k

µ σ ν µ µ µ
σµν µ µ µ

µ µ
µ µ

= + +

+ +
               (64) 

( µ取 ,x y )。当 µ取 x ，非零项仅仅有 0 0
0 0

x x
xR L U k ；当 µ 取 y ，非零项仅仅有

0 0
0 0

x y
yR L U k 。由于

( )0 0 0 0
0 0 ,00 2x x x

x xxR L U k h L U k= ， ( )0 0 0 0
0 0 ,00 2x y y

y xyR L U k h L U k= ，故而由 d 0Dk s R L U kλ λ µ σ ν
σµν+ = ，我们

得到 

( ) 0 0
,00 ,00d 2 2 0.x x y

xx xyDk s h L h L U k+ + =                        (65) 

先不去计及 dxDk s 内的 Levi-Civita 联络(Christoffel 符号)导致的
xk 改变(于是把协变导数 dxDk s 改

为普通导数 d dxk s )，且考虑到 0 0d dU x s= ，故而 

( )0 0
,00 ,00d d 2 2 0.x x y

xx xyk x h L h L k+ + =                          (66) 

对该方程两边作关于时间的积分，可以得到： ( ) 0
,0 ,02 2 0x x y

xx xyk h L h L kδ + + = ，或者 

( )0
,0 ,02 2 .x x y

xx xyk k h L h Lδ = − +                             (67) 

我 们 来 估 算 一 下 这 个 变 化 量 0xk kδ ： ,0xxh 量 级 为 ( ) ( )g g2πxx xxc h hω λ= ， ,0xyh 量 级 为

( ) ( )g g2πxy xyc h hω λ=  ( gω 为引力波角频率， gλ 为引力波波长)。于是我们可以得到 0xk kδ 的数量级为 

g
x

xxh L λ 与 g
y

xyh L λ 。由于地面上的 LIGO 探测到的引力波频率约为 10~1000 Hz，引力波波长 gλ 为 106 m
数量级左右，而 LIGO 干涉臂长

xL ，
yL 为 4 km (路易斯安那州(Livingston)和华盛顿州(Hanford)的两个

LIGO)，所以 g
xL λ 与 g

yL λ 只有千分之几。由此说明，由引力波潮汐力导致的 0xk kδ  (与激光波长伸缩

有关)对于地面上的 LIGO 而言可以不计，但是对于太空中的 LISA(Laser interference space antenna)，由于

干涉臂长
xL ，

yL 变长很多倍，可以与 100 Hz 的引力波波长比拟，故而该由引力波潮汐加速度致使的激

光波长伸缩效应需要考虑(当然 LISA 力图探测低频的引力波，如 1 Hz 以下情形，那么它也不一定需要考
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虑该效应)。 
本文总结出影响“激光干涉引力波探测仪”(LIGO)五个干涉相移的物理来源，其中第一二个来源(干

涉臂标准长度的纯几何改变、激光标准波长的纯几何改变)均属于非潮汐力贡献，它们恰好互相抵消。过

去关于引力波探测的基本文献内一般不提及这两个因素，也是因它们恰好抵消所致。第三个来源是干涉

臂长度受潮汐力影响导致的改变(属引力波潮汐力贡献)，这正是激光干涉引力波观察仪所探测的目标，也

是文献内所强调的 LIGO 干涉相移。第四个来源是激光波长受潮汐力影响导致的胀缩效应(属引力波潮汐

力贡献)，其在地基 LIGO 观察仪中不重要，因为所探测引力波的波长远比 LIGO 干涉臂长几个数量级。

下面即将讨论的第五个来源系激光频率的弱相干效应，是本文重点。一般 LIGO 文献认为沿着 X 和 Y 轴

干涉臂的激光因为来自同一个激光源，故而频率相等，满足相干性条件。但是实际上，由于引力波的存

在，这两支干涉臂内的激光频率会发生相反的移动(我们称之为“弱相干性”)，本文将用多种计算方法(光
子短程线方程以及激光零波数方程)证明了这一点，因此我们相信由于激光频率弱相干性，LIGO 内应当

还存在“弱相干相移”。这一点在实验上有待精确的 LIGO 数据分析来验证。 

6. 激光频率的弱相干性导致的 LIGO 相移 

我们指出 X 与 Y 轴干涉臂内的激光在引力波作用下有不同的频移。激光频率的弱相干性是本文讨论

的一个重点。在引力波到来之前，巨型迈克尔逊 LIGO 干涉仪 X 与 Y 臂内的光子是相干的，它们的频率

严格相等。但是一旦引力波到来，X 与 Y 干涉臂内的光子频率会有细微不同，这也是巨型迈克尔逊 LIGO
干涉相移的一个来源，但文献中似乎都不提这个效应，即他们或许认为引力波的到来不会影响激光频率。

下面我们将证明，引力波的存在会导致激光频移。 
引力波的波幅 (协变度规 )为 1xx xxg h= − + ， 1 1yy yy xxg h h= − + = − − ， xy xyg h= ，其逆变度规为

1xx
xxg h= − − ， 1yy

xxg h= − + ，
xy

xyg h= − 。干涉激光光子满足 ( )2 ij
i jc g k kω = −  (其中 ,i j 为空间指标)。

我们研究沿着 X 轴干涉臂运动的光子。它的频率由下式决定： ( ) ( )2 1x xx x xc h k kω = +  ( xω 为引力波作用

下沿着 X 轴干涉臂运动的光子频率，由于度规 00 分量为 1，故而不必区分激光逆变频率与协变频率)。
由于前面已经论证 xk 并不受引力波影响，故而 ( )2

x xk k cω= ，其中ω 为无引力波情形下的激光频率

(unperturbed frequency)，所以 xk cω = 。注意：协变波数 xk 是负数。所以，X 轴干涉臂内的光子频率改

变量和频率分别为 

, 1 .
2 2
xx xx

x x
h h

δω ω ω ω = = + 
 

                            (68) 

同理，沿着 Y 轴干涉臂运动的光子的频率由下式决定：( ) ( )2
1y xx y yc h k kω = −  ( yω 为引力波作用下

沿着 Y 轴干涉臂运动的光子频率)。由于 yk 并不受引力波影响，故 ( )2
y yk k cω= 。所以，Y 轴干涉臂内的

光子频率改变量和频率分别为 

, 1 .
2 2
xx xx

y y
h h

δω ω ω ω = − = − 
 

                           (69) 

由于两干涉臂内的光子频率不再相等(激光频率弱相干)，我们就需要研究弱相干条件下的光的干涉相

位：根据干涉理论，设两光的电场幅度分别为 

( ) ( )1 1 1 1 1 2 2 2 2 2cos , cos .E A t E A tω δ ω δ= ⋅ − + = ⋅ − +k r k r                   (70) 

它们的合振动强度为 

( )( )1 2 1 2 1 1 2 2 1 22 ,I E E E E E E E E E E= + + = + +                    (71) 
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其中交叉项 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 21 2 cos cos .E E A A t tω ω δ δ ω ω δ δ = + ⋅ − + + + + − ⋅ − − + − k k r k k r  (72) 

众所周知， 1 1E E 与 2 2E E 的时间平均分别为 2
1 2A 与 2

2 2A ；激光干涉项中的高频部分

( ) ( ) ( )( )1 2 1 2 1 2cos tω ω δ δ+ ⋅ − + + +k k r 其时间平均为零，而对于剩余的项 
( ) ( ) ( )( )1 2 1 2 1 2cos tω ω δ δ− ⋅ − − + −k k r ，如果 1ω 严格等于 2ω ，则它体现为稳定的干涉条纹。但是如果 1ω 并

不严格等于 2ω ，而是有微弱的偏差，那么激光干涉图样 ( ) ( ) ( )( )1 2 1 2 1 2cos tω ω δ δ− ⋅ − − + −k k r 就会受时间

调制。以上是普通的光干涉理论。非零的相位 ( )1 2 tω ω− − 即可以称为“弱相干相位”。下面研究在引力

波存在时的“弱相干相位”。 
我们已经计算得到：在引力波存在时，X, Y 干涉臂上的激光频率不再相等，它们与引力波到来之前

的频率相比，分别改变了 2x xxhδω ω= ， 2y xxhδω ω= − 。由此弱相干相位是 ( )weak 0
d

t
x y tφ ω ω∆ = − −∫ ，其

中 ( )xx xxh h t= 。计算 weakφ∆ ，需要分时间段讨论，因为干涉的两束光在 X, Y 干涉臂上所驻时间并不同，

它们从激光源出发，其实是在不同时刻( ( )0
xt 、

( )0
yt )到达束分器的，然后经过若干次的来回振荡，在相同

时刻 t 回到分束器从而发生干涉的。经过分段积分，弱相干相移 weakφ∆ 的表达式可以写为 

( ) ( ) ( )

( )

( )

( )0 0

0 0weak 0 0 0 0
d d d d d d .x y

x y

t t t t t t
x y x x y yt t

t t t t t tφ ω ω ω ω ω ω   
∆ = − − − = − − − − −   

   
∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫     (73) 

注意： xω 始终等于 ( )1 2xxhω + ，但是 yω 在 X 轴 SS 段(从激光源 S 到达束分器 S 之前)等于

( )1 2xxhω + ，在 Y 轴干涉臂上等于 ( )1 2xxhω − 。所以，由激光频率弱相干导致的相移 weakφ∆ 等于 

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

0 0

0 0

0

0

0

0

weak 0 0

0

0

d d d d

1 d 1 d
2 2

1 d 1 d .
2 2

x y

x y

x

x

y

y

t t t t
x x x yt t

t txx xx
t

t txx xx
t

t t t t

h ht t

h ht t

φ ω ω ω ω

ω ω

ω ω

   
∆ = − + + +   

   
    = − + + +    

    
    + + + −    

    

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

               (74) 

进一步可以写为 

( ) ( )

( ) ( )0 0

0 0weak 0 0
1 d 1 d 1 d 1 d ,

2 2 2 2
y x

y x

t t t txx xx xx xx
t t

h h h ht t t tφ ω ω ω ω         ∆ = − − + + + − +                   
∫ ∫ ∫ ∫     (75) 

其中第一项(第一个方括号内)为 ( ) ( )( ) ( )( )( )0 0
0 0 1 d d

2 x y

t t
y x xx xxt t

t t h t h tω ω− − − +∫ ∫ ，第二项(第二个方括号内)近似等

于
( ) ( )( )0 0
y xt tω −  ( 2xxh 项的效应可以不计)。如此说来由激光频率移动导致的弱相干 LIGO 相移为 

( )( )( )0 0weak
1 d d .
2 x y

t t
xx xxt t

h t h tφ ω∆ = − +∫ ∫                          (76) 

现在我们就有重要结果： 
由引力波潮汐力导致的 LIGO 巨型迈克尔逊干涉仪相移 tidalφ∆ 与由激光频率弱相干性导致的相移

weakφ∆ 分别为 

( ) ( )( ) ( )( )( )0 0
0 0

tidal
1 d d ,
2 x y

t t
y x xx xxt t

t t h t h tφ ω ω∆ = − + +∫ ∫                        (77) 

( ) ( )( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )0 0
0 0 0 0

weak
1 d d .
2 x y

t t
y x xx xx y xt t

t t h t h t t tφ ω ω ω ∆ = − − − + + −  ∫ ∫                (78) 
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那么它们之和为 
( ) ( )( )0 0

total tidal weak .y xt tφ φ φ ω∆ = ∆ + ∆ = −                          (79) 

而一般文献只考虑了 tidalφ∆ ，它只有 totalφ∆ 的一半。这可以论证如下：由前述， ( )( )02 1 d
x

t
xxt

nL c h t= +∫
和 ( )( )02 1 d

y

t
xxt

nL c h t= −∫ ，我们就有 ( )( ) ( )( )0 01 d 1 d
x y

t t
xx xxt t

h t h t+ = −∫ ∫ ，于是我们得到一个重要关系式 

( ) ( )
( ) ( )( )0 0

0 0 d d .
x y

t t
y x xx xxt t

t t h t h t− = − +∫ ∫                            (80) 

由该关系式，我们发现 tidalφ∆  (潮汐相移)与 weakφ∆  (弱相干相移)确实相等，都为 

( ) ( )( )0 0
tidal weak

1 .
2 y xt tφ φ ω∆ = ∆ = −                            (81) 

那么它们之和为
( ) ( )( )0 0

total .y xt tφ ω∆ = −  这是本文最重要的结论。 

7. 对 LIGO 干涉相移的定性与定量讨论 

我们讨论由引力波引起的 LIGO 干涉相位的移动。我们先定性讨论(假设引力波波长远远大于激光干

涉臂长度)，然后再来进行定量讨论(假设引力波是一个时谐波)。当然这两种情形其实都不完全符合实际：

虽然GW150914和GW151226引力波波长(与地球半径同数量级)确实远比美国(路易斯安那州和华盛顿州)
现有的 LIGO 4 千米干涉臂长，但是为了增加干涉相移，需要让激光在干涉臂上不断循回振荡以增大有效

臂长，若振荡次数太多，那么此时引力波波长就会比 LIGO 有效干涉臂长度短，定性讨论也就无意义了；

另外，由螺旋双黑洞合并产生的引力波(到达地球时)频率是随着时间增长而增长的(Blanchet 频率关系)，
所以引力波也不是时谐波。但是讨论这类简化的情形具有例行的价值，至少是具有玩具模型的意义。 

我们已经得到了由引力波潮汐加速度引起的两干涉臂长度变化量(36)，由潮汐力引起的 X 轴干涉臂

变化量是 ( )1 2x x x
xxL h Lδ ξ= = − ， ( )1 2y y y

xxL h Lδ ξ= = 。注意，这里我们采用相位定义： tω⋅ −k r  (类比

平直时空内)。于是 X 轴干涉臂相位改变量是 ( ) ( )1 2 1 2x x
x xx x xxk L h k L h L cδ ω− = = −  (其中ω 为无引力波

存在时的激光频率)。这是单臂(X 轴)单程的相移。考虑来回传播(激光在 X 轴干涉臂上一去一回)，这个

相移就要放大一倍，即 

( )2 .x
x xxk L h L cδ ω− = −                                (82) 

我们已经使用 xk cω= − 。注意：协变波数 xk 是一个负数。设臂长
xL L= 。说明： xk 并不受引力波

影响 ( 它恒为 xk cω= − ， ω 为无引力波存在时的激光频率 ) 。 Y 轴干涉臂相位改变量是

( ) ( )1 2 1 2y y
y xx y xxk L h k L h L cδ ω− = − = 。这也是单臂(Y 轴臂)单程的相移。考虑激光来回传播(Y 轴干涉臂

上一去一回)，这个相移就要放大一倍，即 

( )2 .y
y xxk L h L cδ ω− =                                (83) 

这里我们已经使用 yk cω= − ，设臂长
yL L= 。注意 yk 并不受引力波影响(它恒为 yk cω= − ，ω 为

无引力波存在时的激光频率)。这样两干涉臂因为潮汐加速度导致的干涉臂长变化产生的相位差是(设激光

在干涉臂上仅经历一个循回) 

tidal 2 .xxh L cφ ω∆ = −                                (84) 

现在要特别注意：这里得到的 tidalφ∆ 只有在引力波波长远远大于(有效)干涉臂长且观察时间远远小于

引力波周期时(准静态)才成立。但是实际上准静态条件并不满足，观察时间 t 与引力波周期可以比拟。此

时干涉臂长变化量 ( )1 2x x x
xxL h Lδ ξ= = − 是随着观察时间 t 逐渐演化的(它并不可以被看作为一个与时间
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无关的常数)，光子在干涉臂
xL 内传播时，不同的时刻 t 受不同的引力波振幅 ( )xxh t 影响，每通过一段距

离 lδ ，增加额外相位。前面已经得到，X 与 Y 干涉臂上的激光频率并不相同(弱相干)，即频率改变量分

别为 2x xxhδω ω= ， 2y xxhδω ω= − 。由此弱相干相位是 ( )weak 0
d

t
x y tφ ω ω∆ = − −∫ 。如果引力波波长比干涉

臂长，那么这个结果(设激光在干涉臂上仅经历一个循回)是 

( )weak 2 .xx xxh t h L cφ ω ω∆ = − = −                           (85) 

这与前面(84)的潮汐力相移 tidalφ∆ 大小相等。所以，本文的一个重要结论是：由两臂中的干涉激光频

率不等(由引力波导致)所引起的“弱相干相位差” weakφ∆ 与由干涉臂长差(由引力波潮汐加速度引起)产生

的“潮汐相位差” tidalφ∆ 恰好相等。我们相信，引力波通过激光干涉仪时，干涉相位的移动来自两个根源

(激光频率弱相干、引力波潮汐力)。过去一般文献内仅仅考虑了后者(由引力波潮汐加速度引起的干涉臂

长变化导致的 LIGO 相移)，而忽略了前者(由激光频率弱相干引起的相移)。 
下面进行定量讨论，假设引力波是时谐波。实际上从几亿光年外的双黑洞合并事件辐射出来的引力

波到达地球时，也并非是严格的时谐波，它的振幅与频率都是随时间变化的(Blanchet频率方程)。双黑洞

合并事件主要包含三个过程：螺旋式旋进(in spiral)、合并(merger) 与振铃(ring-down) [13]。一般在合并的

前半阶段(如螺旋式旋进)，由于过程相对缓慢以及不剧烈，是可以用解析方法研究的，但在后半阶段(合
并与振铃阶段)，必须要用数值相对论来研究。在双黑洞合并事件中，两个黑洞螺旋式靠拢，辐射出来的

引力波频率越来越大。这个关系可以由Blanchet频率方程(包含各阶后牛顿近似)决定，精确到一阶的

Blanchet引力波频率ω 方程具有如下简单的数学结构形式： 11 3d dt Aω ω=  (其中系数 A 由合并的双黑洞

引力源决定) [14] [15]。精确到高阶后牛顿近似，目前看来还不需要，因为利用最近陈睿文献[16]借助高

精度屏幕尺方法获取文献[8]内GW150914引力波信号的频率和频率变化率等数据，我们初步发现，即使

在GW150914引力波事件中[8] [16]，Blanchet频率方程内的幂指数也并非是11/3，而是2.6到4.6之间(对于

先到达的引力波，即时刻 t 在0.30秒到0.40秒之间到达LIGO的引力波，这个幂指数为2.6且略增；于时刻 t
在0.40秒到0.43秒之间到达的引力波，这个幂指数就上升为4.6左右)。这一指数不符合程度(大约 30%± )
可以解释如下：一方面GW150914信号的LIGO探测器本身有误差，另一方面导出Blanchet频率方程(针对

螺旋环绕黑洞系统)的模型本身也有近似。至于高阶后牛顿近似在Blanchet频率方程内的贡献(粗略估算其

大约为一阶贡献的1/30)，早已被上面所述的不确定性湮没了。在振铃阶段，高阶贡献会变大，此时当然

需要考虑高阶贡献，但该过程需要用数值相对论研究，无法写出Blanchet频率方程这样的解析式。  
我们在图 2 内给出了由激光干涉仪 LIGO 测量到的 GW150914 引力波信号频率 f (及时间变化率

d df t )的实测值[8] [16]拟合曲线与 Blanchet 频率关系( 11 3d df t Af= )理论曲线[14] [15]的比较结果。对

Blanchet 低阶频率方程 11 3d df t Af= 两边求自然对数，我们可以得到 ( ) ( )ln d d ln 11 3 lnf t A f= + ，即若

Blanchet 该幂律成立， ( )ln d df t 与 ln f 必然在一条直线上，斜率为 11/3。从图中可以看出，尽管 GW150914
引力波信号频率 f (及时间变化率 d df t )之拟合曲线没有一个专门的斜率，但其在一定频率范围内是一条

直线，因此算是对 Blanchet 低阶频率方程有较好的符合。 
由几亿光年之外的螺旋合并的双黑洞系统产生并到达地球的引力波频率是强烈依赖于时间的。如时

刻 t 在0.30秒到0.40秒之间到达的引力波，其频率 f 从30 Hz到达56 Hz；于时刻 t 在0.40秒到0.43秒之间到

达的引力波，其频率 f 立即上升到250 Hz [8] [16]。由此可见引力波频率变化很快，并非常量。但是，激

光在干涉臂经过几十或几百个来回振荡这个过程中，引力波频率还是可以看作是近似不变的。以 f 为100 
Hz的引力波为例，其周期是 0.01T = 秒，那么在这个周期中，干涉臂内的激光可以来回振荡375次
( ( )2 375cT L = )。所以，如果激光振荡次数 n 远少于 375次，引力波频率可以看作是近似不变的；如果

振荡次数远远多于375次，那么计算就较为复杂了。下面我们以简单情形( n 远少于375次)为例讨论。 
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Figure 2. Comparison between LIGO gravitational wave frequency ( d df t - f ) relation and Blanchet frequency equation 

( 11 3d df t Af= ). Small circles represent the data of GW150914 gravitational wave signal frequencies and the red solid line is 
a fitting line of GW150914 frequency data. Dotted dash line stands for the Blanchet theoretical frequency equation 
( 11 3d df t Af= ). It can be found that the GW150914 fitting line can be identified as an approximate straight line. GW150914 
gravitational wave signal frequency data used for line fitting is extracted from Refs. [8] [16] 
图 2. 由激光干涉仪 LIGO 测量到的 GW150914 引力波信号频率 d df t (及时间变化率 d df t )的实测值拟合曲线与

Blanchet 频率关系( 11 3d df t Af= )理论曲线的比较。图内圈点为 GW150914 引力波频率信号数据，红实线为圈点数据

的拟合曲线，蓝点划线为 Blanchet 理论直线。从图中可以看出，尽管 GW150914 引力波信号频率拟合曲线没有一个
专门的斜率，但其在引力波一定频率范围内近似是一条直线。GW150914 引力波信号频率实测值(圈点数据)取自文献
[16]。该文献作者利用高精度屏幕尺从文献[8]的引力波信号图示中提取出了这些数据 
 

设时谐引力波为 ( )0 g gcosxxh h tω ϕ= + ，由X轴干涉臂激光光子满足的关系式 ( )( )02 1 d
x

t
xxt

nL c h t= +∫ ，

我们得到 

( )( ) ( ) ( )( )

( )( )
( ) ( )

0 00
g g g g

g

0 0
0 0

g g g
g

2 sin sin

2cos sin .
2 2

x x

x x
x

nL ht t t t
c

h t t t tt t

ω ϕ ω ϕ
ω

ω ϕ ω
ω

 = − + + − + 

    + −
= − + +            

               (86) 

由Y轴干涉臂激光光子满足的关系式 ( )( )02 1 d
y

t
xxt

nL c h t= −∫ ，我们得到 

( )( ) ( ) ( )( )

( )( )
( ) ( )

0 00
g g g g

g

0 0
0 0

g g g
g

2 sin sin

2cos sin .
2 2

y y

y y
y

nL ht t t t
c

t t t tht t

ω ϕ ω ϕ
ω

ω ϕ ω
ω

 = − − + − + 

    + −
 = − − +   

        

               (87) 
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如果
( )( )0

g xt tω − 、
( )( )0

g yt tω − 远小于1(即引力波波长远远大于干涉臂有效长度)，则 

( )( ) ( )0
0 g g

2 1 cos ,x
nL t t h t
c

ω ϕ = − + +                           (88) 

( )( ) ( )0
0 g g

2 1 cos .y
nL t t h t
c

ω ϕ = − − +                           (89) 

那么X轴与Y轴干涉臂内的激光循回的时间各自是 

( )

( )
( )

( )
0 0

0 g g 0 g g

2 1 2 1, .
1 cos 1 cosx y

nL nLt t t t
c ch t h tω ϕ ω ϕ

− = ⋅ − = ⋅
+ + − +

           (90) 

这里，
( )0
xt 与

( )0
yt 分别是X轴与Y轴干涉臂内的激光在从激光源出来后到达束分器的时刻；t 为X轴与

Y轴干涉臂内的激光经过若干次的循回振荡返回束分器的时刻。我们得到X轴与Y轴干涉臂内的激光在从

激光源出来后到达束分器的时间差： 

( ) ( ) ( )0 0
0 g g

4 4cos .y x xx
nL nLt t h t h
c c

ω ϕ− = − + = −                     (91) 

于是LIGO巨型迈克尔逊干涉仪相移 tidalφ∆ 与由激光频率弱相干导致的相移 weakφ∆ 之和是 

( ) ( )( )0 0
total

4 .y x xx
nLt t h
c
ωφ ω∆ = − = −                         (92) 

前面我们已经要求
( )( )0

g xt tω − 远小于1与 ( )g 2nL cω ⋅ 即 ( ) g2π 2nL λ 远小于1，也即要求干涉臂有效臂

长 2nL  远小于引力波波长 gλ 。下面我们放弃“
( )( )0

g xt tω − 、
( )( )0

g yt tω − 远小于1”这个条件，设
( )0
x xt t τ− = ，

( )0
y yt t τ− = ，那么

( )0 2x xt t t τ+ = − ，
( )0 2y yt t t τ+ = − ，那么我们可以得到 

0
g g g g

g

2 2cos sin ,
2 2
x x

x
nL h t
c

τ ττ ω ϕ ω ω
ω

    = + + −        
                  (93) 

0
g g g g

g

2 2cos sin .
2 2

y y
y

nL h t
c

τ τ
τ ω ϕ ω ω

ω
    

= − + −    
    

                  (94) 

原则上我们可以从这两个方程求出 xτ 和 yτ 。这是对于有效干涉臂长 2nL 与引力波波长 gλ 同数量级

(或前者臂长远比后者波长大)的情形。  

8. 引力波时空内的激光波数零方程的运用  

运用引力波时空内的激光波数零方程(wavenumber nullness equation)也可以计算 LIGO 相移。此法可

见 Thorne 所著文献[17]。正如我们所料，那里因为没有考虑 X 与 Y 轴干涉臂内的激光频率弱相干性，所

得LIGO相移仅仅只含潮汐加速度相移 tidalφ∆ ，也即我们所认为的总相移的一半。我们重新研究该问题 (需
要注意的是，本文所用度规与 Thorne 所用度规[17]相差一个负号)。由于激光波数满足 0g k kµν

µ ν = ，这里

四维波数被定义为 kµ µφ= −∂  (φ 为激光相位)，如激光频率 x tω φ= −∂ (正数。此为协变频率，由于引力波

度规特征 00 1g = + ， 0 0ig = ，逆变频率与协变频率相等)，激光协变波数 x xk φ= −∂ (负数)。根据式(17)内的

引力波度规，我们为简化，先略去引力波 xyh ，仅仅考虑引力波 xxh ，那么引力波度规为 

( ) ( )2 2 2 2 2d d 1 d 1 d ,xx xxs c t h x h y= + − + + − −                       (95) 

其中度规分量 1xx xxg h= − + ， 1yy xxg h= − − ，它们的逆就是 1xx
xxg h= − − ， 1yy

xxg h= − +  (因略去了 xyh ，
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否则 xxg 与 yyg 会复杂一些)。于是根据 0g k kµν
µ ν = ，LIGO 装置 X 轴干涉臂上的光子波数零方程为

( ) ( ) ( )2 221 0t x xx x xh cφ φ∂ + − − ∂ =  ( xφ 为 X 轴干涉臂上的光波相位)，即 

( ) ( ) ( )2 221 0.t x xx x xh cφ φ∂ − + ∂ =                            (96) 

同理，在 Y 轴干涉臂上的激光光子的波数零方程为 

( ) ( ) ( )2 221 0,t y xx y yh cφ φ∂ − − ∂ =                             (97) 

其中 yφ 为 X 轴干涉臂上的光波相位。 
对于 X 轴干涉臂内的光子，方程(96)的解(光波相位)可以分为前进解 ( )forth ,x x tφ 与返回解 ( )back ,x x tφ 。

受 Thorne 文献[17]启发，我们构造前进解 ( )forth ,x x tφ 为 

( ) ( ) ( )forth , ,
2 2x

xx t t H t x c H t
c

α βφ ω  = − − − − +  
                    (98) 

其中函数 ( ) ( )
0

d
t

xxH t h t t′ ′= ∫  (可以看作引力波脉冲面积， xxh h= )，ω 为引力波到来之前的 LIGO 激光频

率(unperturbed frequency)，它是未曾受微挠的频率(unperturbed frequency)。我们设束分器位置为 0x = 、

0y = 。将(98)代入(96)，我们来定出该解内的参数α和 β 。先计算 X 轴干涉臂内的光波相位的一阶时间

导数与一阶空间坐标导数： 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

forth

forth

, 1 ,
2 2

1 1, ,
2

t x

x x

x t h t x c h t

x t h t x c
c c

α βφ ω

αφ ω

 ∂ = − − − +  
 ∂ = − − + −  

                     (99) 

那么它们的平方分别是 

( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( )

2forth 2

22 forth 2

, 1 ,

, 1 .

t x

x x

x t h t x c h t

c x t h t x c

φ ω α β

φ ω α

∂ = − − +  

∂ = − −  

                   (100) 

于 是 我 们 由 ( 1 0 0 ) 式 的 第 二 个 关 系 ， 在 两 边 乘 上 1 xxh+ ， 我 们 就 可 以 得 到

( ) ( )( ) ( ) ( )22 forth 21 , 1 1xx x x xxh c x t h h t x cφ ω α+ ∂ = + − −   ，忽略
2h 小项，此 (右端 )也可以进一步化为

( ) ( )2 1 xxh t x c h tω α− − +  。为了让激光波数零方程(96)成立，结合(100)式的第一个关系，显然我们要求

1β = ，而α可以为任意实数。进一步而言，α将由其它条件来确定，如本文前面已经证得，激光协变波 

数 xk 不受引力波影响，于是由 ( ) ( )forth 1 1,
2x x x t h t x c

c c
αφ ω  −∂ = − + −  

，则要求 0α = ；或者也可以根据前

面已经所得，X 轴干涉臂内的激光频率应为 ( )1 2x xxhω ω= + ，于是由 

( ) ( ) ( )forth , 1
2 2t x x t h t x c h tα βφ ω  −∂ = − − +  

，也要求 0α = 及 1β =  (注：我们已经选定引力波幅度 xxh h= )。 

对于 X 轴干涉臂内的光子，它在
xx l=  (终端反射镜)处要被反射，于是方程(96)的返回解 ( )back ,x x tφ 可

以设为 

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )

back 2, 2
2 2

2 2 .
2 2

x
x

x

x
x

l xx t t H t l x c H t
c

x lt H t x c l c H t
c c

α βφ ω

α βω

 −
= − − − − − + 

 
 

= − + − − + − + 
 

            (101) 
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这里， 2 xl x− 相当于光子到达干涉臂终端镜面并反射后退回到干涉臂内位置 x 处之前已经传播了的

总距离(即 xl 与
xl x− 之和)。将所设立的解(101)代入方程(96)，我们也来定出该解内的参数α 和 β 。先计

算 X 轴干涉臂内的光波相位 ( )back ,x x tφ 的一阶时间导数与一阶空间坐标导数： 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

back

back

, 1 2 ,
2 2

1 1, 2 .
2

x
t x

x
x x

x t h t x c l c h t

x t h t x c l c
c c

α βφ ω

αφ ω

 ∂ = − − + − +  
 ∂ = − − + −  

              (102) 

那么它们的平方是 

( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( )

2back 2

22 back 2

, 1 2 ,

, 1 2 .

x
t x

x
x x

x t h t x c l c h t

c x t h t x c l c

φ ω α β

φ ω α

 ∂ = − + − + 

 ∂ = − + − 

              (103) 

于是在(103)式第二式两边乘上1 xxh+ ，我们就可以得到 

( ) ( )( ) ( ) ( )22 back 21 , 1 1 2 x
xx x x xxh c x t h h t x c l cφ ω α + ∂ = + − + −  ， 此 式 ( 右 端 ) 可 以 进 一 步 化 为

( ) ( )2 1 2 x
xxh t x c l c h tω α − + − +   (已经忽略

2h 小项)。显然，为满足激光波数零方程(96)，我们亦要求

1β = ，而α为任意实数。实际的α参量将由其它条件来定，如本文前面已经算得，协变波数不受引力波 

影响，于是由 ( ) ( )back 1, 2
2

x
x x x t h t x c l c

c
αφ ω  −∂ = − + −  

，要求 0α = ；或者根据前面已经所得，X 轴干涉

臂内的激光频率应为 ( )1 2x xxhω ω= + ，于是由 ( ) ( ) ( )back , 1 2
2 2

x
t x x t h t x c l c h tα βφ ω  −∂ = − + − +  

，也要求

0α = 及 1β =  (注：我们已经选定 xxh h= )。 

前进解 ( )forth ,x x tφ 与返回解 ( )back ,x x tφ 的关系是：返回解在后，前进解在前，返回解的相位积累了前进

解的相位。当 x 取 xl 时，它们相等( ( ) ( )forth back, ,x x
x xl t l tφ φ= )，因为

xx l= (悬浮镜终端)是前进解的末端位置，

也是返回解的起始位置。 
上面已经考虑了在 X 轴干涉臂内的光子的前进解相位与返回解相位。下面我们考虑在 Y 轴干涉臂内

的光子。根据在 Y 轴干涉臂上的光子的波数零方程(97)，前进解 ( )forth ,y x tφ 与返回解 ( )back ,y x tφ 分别为 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

forth

back

, ,
2 2

2, 2 .
2 2

y

y
y

y

yy t t H t y c H t
c

y ly t t H t y c l c H t
c c

α βφ ω

α βφ ω

 = − − + − −  
 

= − + − + + − − 
 

            (104) 

同理可以论证，我们亦要求 1β = ，而 0α = 。前进解 ( )forth ,y x tφ 与返回解 ( )back ,y x tφ 的关系是：返回解

在后，前进解在前，返回解的相位积累了前进解的相位。因为 yy l= (悬浮镜终端)是前进解的末端位置，

也是返回解的起始位置，所以当 y 取 yl 时，它们自然相等( ( ) ( )forth back, ,y y
y yl t l tφ φ= )。 

现在我们可以计算巨型迈克尔逊干涉仪的干涉相移了。只要将 0x = 与 0y = 处的返回解相减即可，

即 ( ) ( )back back0, 0,x yt tφ φ φ∆ = − ，其中 

( ) ( ) ( ) ( )back back2 1 2 10, , 0, .
2 2

x y

x y
l lt t H t t t H t
c c

φ ω φ ω
   

= − − + = − − −   
   

          (105) 

那么巨型迈克尔逊干涉仪的干涉相移是 
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( ) ( ) ( )back back0, 0, 2 .
x y

x y
l lt t H t

c
φ φ φ ω ω

 −
∆ = − = − 

 
                  (106) 

在引力波作用下，两条干涉臂长
xl 、

yl 不再相等(即使在引力波到来之前它们严格相等)。我们假设

未受引力波扰动的干涉臂逆变长度为
y xL L L= =  (如果不考虑引力波潮汐加速度影响，它们是常数)。一

旦受引力波潮汐力影响，那么长度就分别变为
yl 与

xl 。根据本文前面已经计算得到的结果：

( )1 2x
xxl L h= − ， ( )1 2y

xxl L h= + ，它们之差是 x y
xxl l Lh− = − 。于是因引力波引起的 LIGO 干涉总相移

为 

( )
0

2 d .
t

xx xxLh h t t
c
ωφ ω ′ ′∆ = − − ∫                           (107) 

以上 φ∆ 内的两项其物理含义非常明确： 2 xxLh
c
ω

− 是引力波潮汐加速度导致干涉臂长度变化[即
( )1 2x

xxl L h= − 与 ( )1 2y
xxl L h= + ]所产生的相移， ( )

0
d

t
xxh t tω ′ ′− ∫ 是由激光频移导致的弱相干相移。

( )
0

d
t

xxh t tω ′ ′− ∫ 在数值上就等于 ( ) ( )( )0
d

t
x yt t tω ω′ ′ ′− −∫  (其中 ( )1 2x xxhω ω= + ， ( )1 2y xxhω ω= − )。本文

前面已经论证出 ( ) ( )( )0
d

t
x yt t tω ω′ ′ ′− −∫ 在数值上也等于 2 xxLh

c
ω

−  (当引力波波长远远大于干涉臂长时)。
这样，上面(107)内的 φ∆ 其实就是 LIGO 巨型迈克尔逊干涉仪由潮汐加速度引起的潮汐相移 tidalφ∆ 和由激

光频率弱相干导致的弱相干相移 weakφ∆ 之和。 
本节用激光波数零方程来计算 LIGO 相位移动，其精神实质与前面几节所叙一致，但显得更为简洁。 

9. 结论 

本文对引力波 LIGO 相移来源做了比较系统的研究，进行了详细计算。我们先研究了引力波时空内

干涉臂终端悬浮镜和干涉臂内光子的短程线方程，发现干涉臂终端悬浮镜的逆变坐标不变(即干涉臂逆变

长度不变)，而光子的协变波数不受引力波影响；然后研究干涉臂终端悬浮镜和光子的短程线偏离方程，

分析由引力波引起的潮汐加速度贡献，之后研究弱相干相移。本文所总结出来的五个由引力波导致的

LIGO 干涉相移因素中，干涉臂标准长度的纯几何改变(非潮汐力贡献)与激光标准波长的纯几何改变(非潮

汐力贡献)恰好抵消，所以这两个因素可以不必计算；干涉臂长度受潮汐力影响导致的改变(属引力波潮汐

加速度贡献)属于文献已经考虑的干涉相移来源；激光波长受潮汐力影响导致的胀缩效应(属引力波潮汐加

速度贡献)对于干涉臂有效臂长过短的情形可以不计；激光频率的弱相干效应，也会导致 LIGO 巨型迈克

尔逊干涉仪的相移，它在数值上与干涉臂长度受潮汐力影响导致干涉相移的改变(属引力波潮汐加速度贡

献)是一样大小的，因此值得认真对待。如果不计及该效应(激光频率的弱相干效应)，那么这会导致引力

波振幅数值错误地放大一倍。GW150914 和 GW151226 引力波信号被认为来自大约 13 亿光年之外的螺旋

双黑洞合并事件[8] [9]，我们认为实际上双黑洞系统可能仅仅位于六七亿光年之外。利用引力波时空内激

光波数零方程[17]也可以用来研究相移，我们在本文也用此方法计算了引力波 LIGO 干涉相移，所得结果

与本文前面所得结果一致。我们还研究了 GW150914 引力波信号频率变化率与描述螺旋合并双黑洞的引

力波 Blanchet 频率方程[14] [15]之间的符合程度，发现实验观察[8]与理论在 30%± 差距上相符，这可以说

GW150914 引力波信号对 Blanchet 低阶频率方程有较好的符合。 
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沈建其 
 

了他使用高精度屏幕尺和图像分析法得到的数据[16]。 
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