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Abstract 
The formulas for thermal expansions of interatomic distances and thermal expansion coefficients 
of cyclic molecules in molecular machines were derived based on the lattice dynamics, and then 
the numerical calculations were carried out. The numerical results show that at the low tempera-
ture, the thermal expansions of interatomic distances in short cyclic molecules increase and 
thermal expansion coefficients of short cyclic molecules decrease rapidly, and they tend to these 
values of cyclic molecules with infinite lengths respectively when the lengths of cyclic molecules 
increase, therefore there are size effects of the thermal expansion properties in short cyclic mole-
cules; the size effects of thermal expansion properties in cyclic molecules are weakened obviously 
when temperature increases and almost disappear at high temperature. It is concluded that the 
size effects of thermal expansion properties in short cyclic molecules of molecular machines must 
be considered at low temperature. 
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摘  要 

运用晶格动力学理论推导了分子机器中环状分子的原子间距热膨胀和热膨胀系数公式，并在此基础上进

行了数值计算。数值计算结果表明，在低温下，当短的环状分子的长度增加时，其原子间距热膨胀快速

减小而热膨胀系数快速增加，并分别快速趋近于无限长的环状分子的原子间距热膨胀及热膨胀系数，即

短环状分子热膨胀性质呈现明显的尺寸效应；随温度升高，环状分子的热膨胀性质的尺寸效应明显减弱，

直至在高温极限下消失。因此必须考虑低温下短环状分子的热膨胀性质的尺寸效应。 
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1. 引言 

诺贝尔奖得主费曼于 1959 年美国物理学会年会上所作经典演讲中[1]，提出了纳米科技的概念，并预

测人们将在纳米尺度上制备并控制物质的性质。分子机器属于纳米科技范畴，是迄今为止最小尺度的微

纳机电系统，它通过自下而上的化学合成和自组装等方法加以实现[2]，并通过将能量转变为分子构件的

可控运动实现某些功能。虽然分子机器的研究还远没达到可以成熟应用的阶段，但由于它具有小尺寸、

多样性、自适应，以及仅依靠热能、光照或者化学能驱动等其他人造机器难以比拟的许多优点，因而在

生物医药、新材料、传感器以及储能系统的研发中具有广阔的潜在应用前景，因而它的发展具有重要意

义[3]。1983 年，索维奇等人成功地将两个环形分子连接起来，形成一根链，并将其命名为“索烃”[4]，
其中一个环能在接受能量后受控绕另一个环旋转，这是分子机器的雏形。1991 年，斯图达特等人利用分

子间的互相吸引，研究出“轮烷”，他将一个“轮烷”分子环穿入一个细的分子轴，并通过加热时，使

环随轴产生前窜后跳运动[5]。之后，斯图达特和他的团队以“轮烷”为研究基础，2004 年构建分子电梯

[6]，2005 年构建人造肌肉[7]。1999 年，费林加等人研究出分子转动叶片，成功地使叶片持续朝一个方

向旋转，并保持此方向不变[8]，2011 年又实现了反方向旋转[9]。在 2011 年，费林加研究组还制造了一

个四轮驱动的“纳米车”[10]。由于在分子机器研究方面的杰出贡献，索维奇、斯图达特和费林加共同获

得 2016 年的诺贝尔奖。 
热能驱动是分子机器常用的一种驱动方式，而热膨胀性质是材料在受热时呈现的一种重要的物理性

质，研究环状分子这种分子机器最常见的构件的热膨胀性质，显得十分重要，然而在目前还未见有关环

状分子热膨胀性质理论和实验研究方面的报道。由于分子机器尺寸过于微小，目前对其构件的热膨胀性

质进行实验研究还比较困难，因此我们将在本文中对环状分子的热膨胀性质进行理论研究。分子动力学

方法常被运用于材料的热膨胀性质模拟，由于这是一种纯粹的基于牛顿力学的数值计算方法，因此不能

通过解析公式分析物理机制，又由于忽略了量子效应因而结果也不准确，所以本文将不采用分子动力学

方法。晶格动力学方法曾经被我们成功地运用于晶体薄膜热膨胀性质的理论研究[11] [12]，本文也将借助

于晶格动力学理论推导环状分子热膨胀性质的计算公式并进行数值计算，最后分析其热膨胀性质。 
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2. 环状分子的振动 

设有 N 个质量为 m 的相同原子构成的环状分子，最近邻原子平衡位置间隔为 a ，相互间的线性力常

数为 β 。由于环状分子长度 L 等于 Na ，故可用 N 描述环状分子长度。设原子 l 的平衡位置沿环方向的坐

标为 lR 为 la 。由于只有沿环的纵波才能引起热膨胀，因此只需考虑环状分子中的纵波。根据晶格动力学，

原子 l 的振动位移可表示为[13]： 

( )e
2

ikal
l k k

k k

u a a
Nmω

+
−= +∑ �                                  (1) 

其中， m 为原子质量， ka 和 ka+ 是声子产生与消灭算符。波矢 k 和角频率 kω 之间符合以下色散关系： 

2 24 sin
2k
ka

m
βω =                                        (2) 

环状分子振动哈密顿可表示为 

0
1
2k k

k
H n ω = + 

 
∑ �                                      (3) 

其中， kn 是声子数算符，平均声子数符合玻色统计： 
1

e 1k Bk k Tn ω=
−�                                        (4) 

3. 环状分子的热膨胀公式 

将原子间相互作用势进行泰勒级数展开，热膨胀由其非和谐项引起， P 阶非和谐项可表示为： 

( )1 , 3, 4,5,
!

pp
p l l

l

f
H u u     p

p += − =∑ �                              (5) 

和谐晶体中不存在热膨胀。在和谐晶体中引入非和谐势能项后，由于热振动导致非和谐晶体晶格常

数相对于和谐晶体晶格常数有一个变化量，该变化量称为晶格常数热膨胀。根据微扰论，我们曾得非和

谐势能 pH 引起晶格常数热膨胀公式[11] [12] 

12Re p
p l l

H
u u

E E +
′≠ ′

′
′= −

−∑
n n n n

n n
Δ n n                             (6) 

其中， n 或 ′n 分别是由和谐近似下各种 k 的声子态的直积构成的未微扰态。 
根据原子位移公式及产生与消灭算符的性质可知，上式中的 n 和 ′n 状态相差一个声子，设该声子

波矢为 k ，可以将(6)式中的 n 和 ′n 分别表示为 

1
, , ,

ik kn n= � �n                                      (7) 

1
, , 1,

ik kn n′ = ±� �n                                    (8) 

将(5)、(7)和(8)式代入(6)式，得原子间距热膨胀 
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其中 

( ) ,cos i l l
i

k a l l Nδ ′′− =∑                                   (10) 
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将(10)式代入(9)式，得 

( ) ( )
1 2 1 1 2 1
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根据(1)式，不难发现，只有奇数阶的非和谐势能项对热膨胀才有贡献。设 2 1p k= + ，则 

( )
1 2 1 1 2 1
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2 1 1, , , , , ,

2 ! N N
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将(1)代入上式，得 

2 1
2 1 12 !
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根据热膨胀系数定义， 2 1k + 阶非和谐势能项引起的热膨胀系数可表示为 

( )
12 1

2 1 12 1 !
kk

k k k

f
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k a
γ ε
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−+

+ += −
−

                               (14) 

其中， ε 和 c 分别为和谐近似下平均到单个原子的振动内能和振动比热 Tε∂ ∂ 。 ε 可由下式计算 

1 1
2k k

k
n

N
ε ω = + 

 
∑ �                                    (15) 

4. 数值计算结果与分析 

虽然氩原子构成的环形构件在分子机器中没有具体应用，但由于氩原子间的相互作用能用 L-J 模型

[14]准确描述，因此我们通过对它进行计算来了解环状分子的热膨胀性质的尺寸效应。 
长度 N 为 6 和 80 个氩原子的环状分子的原子间距热膨胀随温度变化如图 1 所示，而其热膨胀系数

随温度的变化如图 2 所示。由图 1 可知，在 0 K 温度下原子存在零点振动，因而在 0 K 温度下环状分子

中原子间距热膨胀不为零。由图 1 和图 2 可知，环状分子原子间距热膨胀以及热膨胀系数都随温度增加

而增加，短环状分子的热膨胀小于长环状分子的热膨胀，短环状分子的热膨胀系数大于长环状分子的热

膨胀系数，并且在低温情况下这些差异非常明显，而当温度升高时差异明显减弱。因此，只有在低温下

才有必要考虑环状分子热膨胀性质的尺寸效应。 
在 0.1 K 温度下，环状分子的原子间距热膨胀随长度 N 的变化如图 3 所示，而热膨胀系数随长度 N

的变化如图 4 所示。由图 3 和图 4 可知，只有在环状分子较短时才有必要考虑其热膨胀性质的尺寸效应。

当环状分子的长度较短时，随着环状分子的长度增加，热膨胀有显著增加，而热膨胀系数有显著减小。

而当环状分子的长度较长时，随着环状分子的长度增加，热膨胀系数不再有明显减小，而热膨胀不再有

明显增加，它们都各自趋于一个极限值，由(13)和(14)式知，这些极限值与无限长环状分子的比内能、比

热有关，还取决于环境温度。 

5. 结论 

本文运用晶格动力学理论和微扰理论，推导出环状分子的热膨胀及热膨胀系数公式，在此基础上进

行了数值计算，最终根据数值计算结果总结环状分子的热膨胀性质的尺寸效应规律。研究结果表明，在

低温下，并且环状分子较短时，环状分子热膨胀性质具有明显的尺寸效应，即随着环状分子长度的增加

其原子间距热膨胀有显著增加，而同时环状分子的热膨胀系数有显著减小。随着温度的升高，或当环状 
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Figure 1. Thermal expansion of interatomic distance in cyclic molecule vs. temperature 
图 1. 环状分子中原子间距热膨胀与温度关系 

 

 
Figure 2. Thermal expansion coefficient of cyclic molecule vs. temperature 
图 2. 环状分子热膨胀系数与温度关系 

 

 
Figure 3. Thermal expansion of interatomic distance in cyclic molecule vs. its length 
图 3. 环状分子中原子间距热膨胀与分子长度关系 
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Figure 4. Thermal expansion coefficient of cyclic molecule vs. its length 
图 4. 环状分子热膨胀系数与分子长度关系 

 
分子长度较长时，环状分子热膨胀性质的尺寸效应明显减弱直至消失，即随着环状分子长度的增加其原

子间距热膨胀不再有显著增加，同时环状分子的热膨胀系数也不再有显著减小。因此在分子机器中，必

须考虑在低温下的短环状分子的热膨胀性质的尺寸效应。 
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