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摘  要 

局域量子不确定性(LQU)是表征量子关联的一种重要度量方式，在量子信息处理中发挥了不可或缺的作

用。本文研究了在复合腔光力学系统中相位阻尼参数对LQU的影响，分析了系统中各项参数对两原子间

LQU的调控作用。结果表明：随着相位阻尼参数增大，两原子间LQU的衰减速率逐渐增加，但其衰减速

率要低于共生纠缠度的衰减速率，表明LQU相比于共生纠缠度更适合表征复合腔光力学系统的量子关联。

通过增大原子–腔场(含振动镜)耦合系数和振动镜–腔场耦合系数，以及同时增大原子–腔场(J-C模型)
耦合系数和原子–腔场(含振动镜)耦合系数，均可增强复合腔光力学系统中两原子间的量子关联。此外，

调节原子–腔场(含振动镜)耦合系数、振动镜–腔场耦合系数可以对LQU演化的周期进行调控。 
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Abstract 
Local quantum uncertainty (LQU) is one of the important measures for characterizing quantum 
correlations and it plays an integral role in quantum information processing. In this paper, we 
have studied the effect of dephasing parameters on LQU in the composite cavity optomechanical 
system and the controlling of various parameters in the system on LQU of two atoms. The results 
show that as the dephasing parameter increases, the LQU of two atoms decays with a greater de-
cay rate. But, this decay rate is much slower than that of the concurrence, it indicates that LQU is 
more suitable for characterizing quantum correlations in composite cavity optomechanical sys-
tems than concurrence. By increasing the atom-cavityfield (with vibrating mirror) coupling and 
the vibrating mirror-cavityfield coupling, as well as both increasing the atom-cavityfield (J-C mod-
el) coupling and the atom-cavityfield (with vibrating mirror) coupling, the quantum correlation of 
two atoms can achieve the enhancement in the composite cavity optomechanical system. Further-
more, adjusting the atom-cavityfield (with vibrating mirror) coupling and the mirror-cavityfield 
coupling can effectively control the period of LQU evolution with time. 
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1. 引言 

局域量子不确定性(LQU)是表征量子关联的一种重要度量方式，在量子信息处理中发挥了不可或缺

的作用[1]。近年来，量子关联中 LQU 的研究引起了人们极大兴趣。Girolami 等人[2]在 Skew 信息的基础

上首次提出了用 LQU 表征量子关联。Slaoui 等人[3]研究了在各向异性及各向同性均匀外磁场作用下，海

森堡自旋链 XY 模型的 LQU 量子关联特性，结果表明 LQU 与局域量子 Fisher 信息具有相似的变化，且

外磁场的增加可以增强系统的量子关联。Ali 等人[4]将二比特量子系统 LQU 推广到多比特情形，并证明

其适用于 N 比特的任意初始量子态。曹蕾等人[5]研究了 LQU 在(1/2, 1)混合自旋 XY 链中随着磁场的变

化趋势，发现在高温或测量某些物理量情况下，使用 LQU 表征系统量子关联比 Negativity 或 Quantum 
discord 更具优势。相对于 Quantum discord，LQU 在计算过程中只需要找到 3*3 对称矩阵的最大特征值，

从而极大地简化了计算任务。除此之外，LQU 还为固态多体自旋链系统的量子临界性检验、开放量子系

统的非马尔科夫效应提供了新的方法[6] [7] [8]。 
另一方面，腔光力学系统在光力相互作用下可以产生许多奇特的量子效应，如光力学纠缠、光力诱

导透明、振子基态冷却和压缩态制备等，已经广泛应用于量子冷却、量子精密测量和量子信息处理等诸

多领域[9]。然而，迄今为止很少有学者关注腔光力学系统中的 LQU 量子关联的特性研究。本文，我们

研究了相位阻尼噪声环境中复合腔光力学系统两原子间 LQU 的调控，对有效利用腔光力学系统的腔场参

数实现 LQU 量子关联调控具有重要的意义。 
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本文结构如下：第二节建立复合腔光力学系统模型；第三节讨论局域量子不确定性；第四节为数值

结果与分析；第五节为本文总结。 

2. 系统模型 

我们考虑由一个 J-C 模型和一个原子腔光力学系统构成的复合腔光力学系统，即两个二能级原子分

别置于单模光腔和含机械谐振子光腔中，并且考虑含机械谐振子光腔中的 Kerr 非线性效应与光子数 Stark
位移效应，如图 1 所示。此时，复合腔光力系统的总哈密顿量可以表示为[10]： 
 

 
Figure 1. The schematic diagram of the composite cavity optomechanical system 
图 1. 复合腔光力系统示意图 
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上式中，第一项描述了 J-C 模型子系统中原子与腔场之间的两体相互作用，第二项描述了腔光力学子系

统中原子、腔场以及振动镜之间的三体相互作用，第三项和第四项分别表示腔光力学子系统中 Kerr 非线

性效应以及光子数依赖 Stark 位移效应。其中，算符 i
+σ 和 ( )1, 2i i− =σ 分别表示第 i 个原子的上升和下降

算符， †
ia 和 ia 分别表示第 i 个单模腔场的产生算符和湮灭算符， 2b+ 和 2b 是原子腔光力系统中振动镜的产

生和湮灭算符， 1g 表示单模光场子系统中原子–腔场(J-C 模型)耦合系数， 2g 表示腔光力学子系统中原

子–腔场(含振动镜)耦合系数，G 表示腔光力学子系统中腔场和振动镜之间的耦合系数， mω 是腔光力学

子系统中振动镜的频率。 

为简便计算，令 2
1

m
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ω

，
2
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m
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ω

，
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2

3
m

gk =
ω

，取普朗克常数 1= ，则上述哈密顿量可改写为： 

( ) ( ) ( ) ( )21 1 2 2 2 2 2
1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2 3 2 2I zH g a a k a b a b k a a k a a+ − − + + −= + + + − − +σ σ σ σ σ σ σ† † † † †               (2) 

考虑两原子初始处于激发态 e 和基态 g 的任意纠缠态，则两原子系统的初态为： 

( )
1 2

1 2 1 20 cos sin
a a

e g g eΨ = +α α                                (3) 

其中，α 表示原子初态的相干角，满足 0 2< < πα 。假设机械谐振子初始处于真空态 0 m ，J-C 模型子

系统中的腔场初始处于真空态
10 f
，腔光力学子系统中的腔场处于单光子态

21 f
，那么，整个系统的初

态描述如下： 

( ) 1 2 1 2 1 2 1 20 cos 0 0 1 sin 0 0 1m f f m f fe g g eΨ = +α α                         (4) 

在哈密顿量 IH 的作用下，整个系统随时间演化的态矢量为： 
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将(5)式及系统哈密顿量代入薛定谔方程： 

( ) ( )d
d

i t H t
t
Ψ = Ψ                                      (6) 

考虑整个系统的初值条件为： 
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利用给定条件进一步求解可得出系数： 
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其中， cosa = α ， sinb = α ， ( )22
1 2 34 2R k k k= + − 。由此，将上述结果代入方程(5)中，利用系统的密度

矩阵 ( ) ( )t t= Ψ Ψρ ，两个二能级原子的约化密度矩阵
1 2a aρ 可以根据公式

1 2 , 1, 2a a m f fTr=ρ ρ 进行求解，

即对系统中的两个腔场及振动镜求偏迹，则两个二能级原子的密度算符为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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在标准基 1 2e e ， 1 2e g ， 1 2g e ， 1 2g g 下，此复合腔光力系统中两个二能级原子的约化密度矩阵

可表示为： 
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其中， ( )*A t 和 ( )*B t 分别表示 ( )A t 和 ( )B t 的复共轭运算。 

在实际环境中，复合腔光力学系统由于受到外部噪声环境的影响，导致量子态发生退相干效应。其

中，典型的退相干效应模型可以用相位阻尼通道表示：  

( ) ( ) ( )†

,
i j i j

i j
K K K K⊗= ⊗∑ε ρ ρ                                (11) 

上式中， iK 表示描述单个量子比特的退相干过程的 Kraus 算子。相位阻尼通道作用的 Kraus 算符表示为： 

0 1

1 0 0 0
,

0 1 0
K K

   
= =      −   λ λ

                                (12) 

其中，参数 λ 表示量子态衰变的概率并满足 ( )1 cos t= −λ η ，且η表示相位阻尼通道中的相位衰减因子，

tη 的取值范围为 0
2

t π
≤ ≤η ，则参数 λ 的取值范围为 0 1≤ ≤λ ，Kraus 算符需要满足归一化条件

†
i ii K K I=∑ 。 

利用(10)~(12)式进行计算，即可求出相位阻尼噪声环境下复合腔光力学系统中两原子随时演化的约

化密度矩阵。 

3. 局部量子不确定性与量子纠缠 

基于量子系统的局域测量理论，Girolami 等人在 Skew 信息[11]的基础上提出的一种新的量子关联的

表征方式。对于 2 d× 维希尔伯特空间中两体系统量子态 ABρ ，LQU 表达式为： 

( ) ( )min 1l,
A

AB AB A BK
I K= ⊗ ρ ρ                                 (13) 

其中， ( ) ( )21, ,
2

1l 1lAB A B AB A BI K Tr K ⊗ = − ⊗ ρ ρ 是表示量子态 ABρ 和算子 AK 之间的非交换的 Skew 信

息，该信息的最小值是通过对 A 系统所有局域投影测量算符 AK 的优化求解得出，已经证明 LQU 满足量

子关联特性度量的所有物理要求，且是 2 d× 维希尔伯特空间中两体量子系统中可靠的量子相关度量。由

于 LQU 要在优化后具有解析解，所以通过 LQU 来定量分析量子关联是有一定的优势的，对于任意 2 d×
维两体系统，LQU 表达式改写为： 

( ) { }max1 W= − ρ λ                                      (14) 

其中 { }max Wλ 代表矩阵 W 的最大特征值，矩阵 W 是一个 3 × 3 的对称矩阵，每个矩阵元素的定义式为： 

( ) ( ){ }1l 1lij i B j Bw Tr ⊗= ⊗ρ σ ρ σ                               (15) 

上式中， iσ 和 jσ 代表泡利矩阵，i，j 分别可取 1，2，3，1lB 表示子系统 B 的单位矩阵。特别地，对于 2 
× 2 维希尔伯特空间中两体量子系统，X 型量子态是一种重要的两量子比特态，在标准计算基矢下，X 型

量子态密度矩阵为： 

1411

2322

32 33

41 44

00
00

0 0
0 0

 
 
 =
 
  
 

ρρ
ρρ

ρ
ρ ρ

ρ ρ

                                  (16) 

在布洛赫球表示中，该密度矩阵 ρ 也可写为 

,

1
4

T ⊗= ∑ αβ α β
α β

ρ σ σ                                      (17) 
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其中， ( )T Tr  =  ⊗αβ α βρ σ σ ( , 0,1, 2,3=α β )。通过计算，对称矩阵 W 的矩阵元可以写为： 

( )( ) ( ) ( ) ( )
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其中， ( )1,2,3,4i i =λ 是密度矩阵 ρ 的本征值。 
为了对比分析复合腔光力学系统中两二能级原子的局域量子不确定性与量子纠缠两者之间的差异，

我们引入共生纠缠(Concurrence)来度量两原子间的纠缠度。对于 X 型的密度矩阵，共生纠缠的表达式可

以写为： 

( ) { }23 11 44 14 22 332max 0, ,C t = − −ρ ρ ρ ρ ρ ρ                           (19) 

接下来，我们通过数值计算，讨论了相位阻尼参数 λ 、原子–腔场(J-C 模型)耦合系数 1g 、原子–腔

场(含振动镜)耦合系数 2g 、腔场–振动镜耦合系数 G 对复合腔光力学系统中 LQU 的影响。 

4. 数值结果与分析 

4.1. 复合腔光力学系统的相位阻尼参数对 LQU 的影响 

在复合腔光力学系统中，分析相位阻尼参数对两原子间量子关联 LQU 的影响。对(10)~(12)式进行数

值计算，并作出图 2，其中 4= πα ， 1 2 1g g= = ，相位阻尼参数 0.3=λ ， 0.6=λ ， 0.9=λ 分别对应实

线、点划线和点线。当两原子初始处于最大纠缠态时，LQU 随时间演化呈现出从振荡衰减到振荡增加的

周期交替性变化规律，由数值计算可知，其振荡周期为 17π。随着相位阻尼参数𝜆𝜆的增加，两原子 LQU
的衰减速率增加，表明复合腔光力学系统中两个原子间 LQU 的值随相位阻尼增强而逐渐衰减。产生这一

现象的物理本质是环境噪声诱导了原子间量子关联的退相干。 
为了对比分析复合腔光力学系统中两原子间 LQU 与 Concurrence 的差异，我们探讨相位阻尼参数对

两原子间量子纠缠 Concurrence 的影响。对(19)式进行数值计算，并作出图 3，其中 4= πα ， 1 2 1g g= = ，

相位阻尼参数 0.3=λ ， 0.6=λ ， 0.9=λ 分别对应实线、点划线和点线。当两原子初始处于最大纠缠态

时，两原子的 Concurrence 随时间演化呈现出周期性交替振荡的变化规律，且振荡周期不发生改变。观察

图 3 中三条曲线，发现当环境的相位阻尼参数增大时，两原子间的量子纠缠减小，且有纠缠突然死亡现

象的发生，Concurrence 演化的振荡频率加快。对比图 2 和图 3 发现，两原子间 LQU 的下降速度比
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Concurrence 慢，表明 LQU 对环境噪声的影响更具有鲁棒性。并且，当环境噪声较大时，两原子间量子

关联 LQU 明显高于量子纠缠 Concurrence，说明在相同初始条件下，两原子间量子关联的量子态呈现明

显的强弱分级关系。特别地，在某个时间段内，由于相位阻尼参数的影响使得系统中两原子的量子纠缠

完全消失，而两原子的 LQU 量子关联却依然存在。因此，在开放系统中，LQU 更适合度量量子系统的

非经典关联。 
 

 
Figure 2. The effect of dephasing parameters on LQU of two atomsin the composite cavity optomechanical system, 
where 4= πα , 1 2 1g g= = , and the dephasing parameters 0.3,0.6,0.9=λ  correspond to the solid, dotted and dashed 
lines respectively 
图 2. 复合腔光力学系统中相位阻尼参数对两原子间 LQU 的影响，其中 4= πα ， 1 2 1g g= = ，相位阻尼参数

0.3,0.6,0.9=λ 分别对应实线、点划线和点线 
 

 
Figure 3. The effect of dephasing parameters on Concurrence of two atoms in the composite cavity optomechanical system, 
where 4= πα , 1 2 1g g= = , the dephasing parameters 0.3,0.6,0.9=λ  correspond to the solid, dotted and dashed lines 
respectively 
图 3. 复合腔光力学系统中相位阻尼参数对两原子间 Concurrence 的影响，其中 4= πα ， 1 2 1g g= = ，相位阻尼参数

0.3,0.6,0.9=λ 分别对应实线、点划线和点线 
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4.2. 相位阻尼噪声环境下复合腔光力学系统的量子关联调控 

图 4 表示复合腔光力学系统中原子–腔场(J-C 模型)耦合系数 1g 、原子–腔场(含振动镜)耦合系数 2g
对两原子间 LQU 的量子关联调控，其中 6= πα ， 0.3=λ ，耦合系数 1 2 1g g= = ， 1 2 2g g= = 分别对应

实线与点划线。当耦合系数 1g 和 2g 同时发生改变时，两原子间的量子关联 LQU 的振荡幅度和振荡周期

均发生改变。随着耦合系数 1g 和 2g 的同时增大，LQU 平均振荡幅度变大，振荡频率明显加快，振荡周

期变短，并且从不规则振荡转变为规则的等幅振荡过程。上述现象说明通过共同改变原子–腔场(J-C 模

型)耦合系数和原子–腔场(含振动镜)耦合系数，能够调控复合腔光力学系统中两原子态的量子关联强度

和演化周期，从而实现量子系统的局域不确定性关联的增强。 
 

 

Figure 4. The controlling of the atom-cavityfield (J-C model) coupling 1g  and the atom-cavityfield (with vibrating mirror) 
coupling 2g  on the LQU of two atoms in the composite cavity optomechanical system, where 6= πα , 0.3=λ , 

1 2 1g g= =  and 1 2 2g g= =  correspond to the solid and dotted lines respectively 
图 4. 复合腔光力学系统中原子–腔场(J-C模型)耦合系数 1g 和原子–腔场(含振动镜)耦合系数 2g 对两原子间LQU的

调控，其中 6= πα ， 0.3=λ ， 1 2 1g g= = 和 1 2 2g g= = 分别对应实线与点划线 
 

图 5表示在某一时刻参数下复合腔光力学系统中原子–腔场(含振动镜)耦合系数 2g 对两原子LQU的 

量子关联调控，其中 4.1t = ， 0.5=λ ，
12
π

=α ， 1 1g = 。复合腔光力学系统两原子间的量子关联 LQU 随 

着原子–腔场(含振动镜)耦合系数 2g 的增大呈现先增大而后逐渐振荡递减，最后逐渐稳定在某一数值进

行振荡变化的行为趋势，说明通过改变原子–腔场(含振动镜)耦合系数 2g ，也能够调控复合腔光力学系

统中两原子态的量子关联强度，从而实现量子系统的局域量子不确定性的关联增强。 
图 6 表示在某一时刻参数下复合腔光力学系统中振动镜–腔场耦合系数 G 对两原子 LQU 的量子关 

联调控，其中 4.1t = ， 0.5=λ ，
12
π

=α ， 1 1g = 。随着耦合系数 G 的增大，两原子间的量子关联 LQU 呈 

现出与图 5 相似的变化规律。表明振动镜–腔场耦合系数 G 也能够对复合腔光力学系统中两原子间的量

子关联强度进行调控，但其调控能力弱于原子–腔场(含振动镜)耦合系数 2g 。 
图 7 表示在某一时刻参数下复合腔光力学系统中原子–腔场(J-C 模型)耦合系数 1g 对两原子 LQU 的

量子关联调控，其中 4.1t = ， 0.5=λ ，
12
π

=α ， 2 1g = 。随着原子–腔场(J-C 模型)耦合系数的增大，两 
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Figure 5. The controlling of the atom-cavityfield (with vibrating mirror) coupling 2g  on the LQU of two atoms in the 
composite cavity optomechanical system, where 4.1t = , 0.5=λ , 12= πα , 1 1g =  
图 5. 复合腔光力学系统中原子–腔场(含振动镜)耦合系数 2g 对两原子间 LQU 的调控，其中 4.1t = ， 0.5=λ ，

12= πα ， 1 1g =  
 

 
Figure 6. The controlling of the vibrating mirror-cavityfield coupling G on the LQU of two atoms in the composite cavity 
optomechanical system, where 4.1t = , 0.5=λ , 12= πα , 1 1g =  
图 6. 复合腔光力学系统中振动镜–腔场耦合系数 G 对两原子间 LQU 的调控，其中 4.1t = ， 0.5=λ ， 12= πα ， 1 1g =  
 
原子间的 LQU 随耦合系数 1g 的增大呈现交替的等幅振荡现象，表明单独增大原子–腔场(J-C 模型)耦合

系数不能有效提高对复合腔光力学系统中两原子态的量子关联。 
对比分析图 5、图 6 和图 7 发现，随着原子–腔场(含振动镜)耦合系数 2g 以及振动镜–腔场耦合参

数 G 的增大，两原子间 LQU 的振荡次数增加，导致振荡周期缩短，而原子–腔场(J-C 模型)耦合系数 1g
的增大并不影响两原子间 LQU 的振荡周期。表明相位阻尼环境下复合腔光力学系统中两原子之间的振荡

周期由原子–腔场(含振动镜)耦合系数 2g 以及振动镜–腔场耦合参数 G 决定。 
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Figure 7. The controlling of the atom-cavityfield (J-C model) coupling 1g  on the LQU of two atoms in the composite cavity 
optomechanical system, where 4.1t = , 0.5=λ , 12= πα , 2 1g =  
图 7. 复合腔光力学系统中原子–腔场(J-C 模型)耦合系数 1g 对两原子 LQU 的量子关联调控，其中 4.1t = ， 0.5=λ ，

12= πα ， 2 1g =  

5. 结论 

本文利用量子关联的相关理论，研究了相位阻尼对复合腔光力学系统中局域量子不确定性的影响，

分析了复合腔光力学系统中各项参数对相位阻尼环境中两原子间 LQU 的调控作用。结果表明：随相位阻

尼参数的增强，复合腔光力学系统中两个原子间 LQU 和 Concurrence 的衰减速率逐渐增加，并且 LQU
的衰减速度比 Concurrence 慢，当相位阻尼参数很大时，复合腔光力学系统中量子纠缠消失但仍存在量子

关联 LQU，表明相位阻尼环境能够诱导系统产生退相干效应，且 LQU 相比于 Concurrence 更适合表征复

合腔光力学系统中的量子关联。通过改变原子–腔场(J-C 模型)耦合系数、原子–腔场(含振动镜)耦合系

数和振动镜–腔场耦合系数等参数，能够调控两原子间 LQU。特别地，当改变原子–腔场(含振动镜)耦
合系数、振动镜–腔场耦合系数，或者同时改变原子–腔场(J-C 模型)耦合系数和原子–腔场(含振动镜)
耦合系数时，可以实现复合腔光力学系统两原子间量子关联的增强。此外，通过选择腔光力学系统中振

动镜–腔场耦合系数和原子–腔场(含振动镜)耦合系数可以实现对 LQU 演化周期的调控。因此，在相位

阻尼环境中，复合腔光力学系统的各项参数对 LQU 具有明显的调控作用，为实现原子腔光力学系统的纠

缠操纵、量子关联增强或保持提供了新的物理方法。 
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