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摘  要 

规范场是驱动物质运动、参与传递相互作用的中介场。在量子电动力学、弱电统一模型和量子色动力学

中，规范场是理论原生的基本动力学场。除此之外，规范场还可以“人造”(synthesis)和“呈展”(emergence)
两种方式、以非基本或非原生的动力学场的身份展现，前者在一些应用领域(如电磁学、光学、凝聚态物

理学)中为不少研究人员所关注，后者为引力–规范统一目的，在微分几何和广义相对论中以高维引力场

的身份衍生出来。本文研究电磁学、量子光学系统中的人造规范势(和人造“磁学”)与卡鲁扎–克莱因

理论中的衍生电磁规范场。能呈现人造规范势的物理系统包括含时哈密顿量系统、非共面弯曲光纤系统、

原子–光场的电或磁偶极矩相互作用系统、横截面非均匀波导体系和各向异性电磁介质。在这些例子中，

原子和光场仿佛是在等效的规范势中运动，其波动方程或场方程中的偏导数算符都被携带了等效规范势

的协变导数算符取代。对于“呈展的规范场”这个主题而言，卡鲁扎–克莱因理论(五维时空的广义相对

论)能统一爱因斯坦引力理论与麦克斯韦电磁场论，电磁相互作用作为高维引力耦合呈现在普通的四维时

空，也即电磁力在本质上是引力。推而广之，非阿贝尔版本的卡鲁扎–克莱因理论能将杨–米尔斯规范

场解释为高维引力场。本文从引力作用量密度、高维时空线元、短程线方程这些高维引力理论核心构件

推导了电动力学基本内容。本文也分析了早期规范理论简史包括魏尔标度变换理论(1918~1919)、卡鲁

扎–克莱因理论(1921, 1926)、克莱因矢量规范理论(1938)的研究历史，评述了引力理论和规范场论之

间竞争、反哺、互相促进这一曲折发展史及其给后人可能的启迪性意义。 
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Abstract 
Gauge field is an intermediate field that drives the motion of matter and participates in mediating 
the interactions or transfers the forces in various physical systems. In quantum electrodynamics, 
electroweak unified model and quantum chromodynamics, the gauge fields are the fundamental 
dynamical fields of the theories. In addition, gauge fields can also be synthetic or/and emergent 
fields, where the former has attracted the intensive attention of many researchers in some applied 
areas (such as electromagnetism, optics and condensed matter physics) and the latter emerges as 
a higher-dimensional gravitational field, serving the purpose of gravity-gauge unification, in dif-
ferential geometry and general relativity. The two topics such as the artificial gauge potentials (and 
synthetic “magnetism”) in electromagnetic optics and the emergent Yang-Mills gauge field are con-
sidered in this paper. Such physical systems in electromagnetics and quantum optics that can ex-
hibit the artificial gauge potentials include time-dependent Hamiltonian systems, non-coplanarly 
curved fiber, atom-light electric- or magnetic-dipole allowed interaction systems, non-uniform 
cross-section waveguides and anisotropic electromagnetic media. In these illustrative examples, 
the atoms and optical fields seem to propagate in the presence of some effective gauge potentials 
and all the spatial partial derivatives in their wave or field equations need to be replaced by the 
covariant derivatives that carry the effective gauge potentials. As far as the emergent gauge field is 
concerned, the Kaluza-Klein theory (five-dimensional general relativity) can be used to unify the 
theories of Einstein’s gravitation and Maxwell’s electromagnetism, i.e., the electromagnetic inte-
raction emerges as an effect of higher-dimensional gravity and the electromagnetic force is in es-
sence a gravitational interaction. By extension, the Yang-Mills gauge field could also be inter-
preted as a higher-dimensional gravitational field in a non-Abelian formalism of the Kaluza-Klein 
theory. In the present paper, the essential content of classical electrodynamics has been derived 
by taking full advantage of the fundamental components of higher-dimensional gravity, such as 
gravitational Lagrangian density, higher-dimensional spacetime line element and geodesic line 
equation. The brief history of developments in Weyl gauge theory (1918~1919), Kaluza-Klein 
theory (1921 & 1926) and Klein vectorial gauge theory (1938) will also be analyzed and the his-
tory of gravity theory and gauge field theory, where they have competed, fed and promoted each 
other, will be reviewed in order to reveal the enlightening significance of these theories for us. 
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1. 引言 

规范对称耦合[1] [2] [3] [4]是自然界四种基本相互作用(强、弱、电和引力)的拉格朗日密度的基本结

构特点，它也是基本相互作用量子场论可重整性理论所需要满足的前提[5] [6] [7]。作为四种基本相互作
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用理论之一的麦克斯韦电磁场论是人类历史上第一个完整的规范相互作用理论，尽管它在 1860 年代正式

诞生时人们并没有依靠“规范对称性”去建立它。自狭义相对论建立之后，借助牛顿引力理论、狭义相

对论和黎曼微分几何三者作为立论基础，1915 年爱因斯坦创建了引力的几何化理论即广义相对论。爱因

斯坦的工作使得物质、能量、时空和引力统一在了一起，对物质世界获得了深刻的认识。爱因斯坦于是

提出了“统一场论(unified field theory)”愿望，希望把万有引力和电磁力统一在一起。受爱因斯坦广义相

对论和“统一场论”风尚的启示，魏尔在 1918~1919 年提出了一种尺度(标度)变换，作为对黎曼几何和

广义相对论的推广，发现该引力理论在当保持这种标度变换下的不变性(对称性)时，电磁相互作用的存在

是一种内禀(内在自然的)要求[8] [9] [10]。不过，魏尔的变换会使得量杆尺度与其存在的历史有关，违反

经验[9]。但是在 1925~1926 年量子力学诞生后，当人们把魏尔的实数标度变换因子理解为对波函数的复

数相位因子变换，借壳还魂，魏尔的理论获得了新生。此时，电磁场是一种规范场，这是对电磁场的进

一步认识。由于在历史上，电磁学毕竟不依靠魏尔的“局域规范对称性”来建立，所以，规范对称性对

于电磁学的重要性就没有像对后来发现的强、弱相互作用来得那样大[5] [6] [7]。但是，在近代物理学中，

人们只有借助规范对称性才可以确定强、弱这两种基本相互作用的主要或核心数学结构，这就是杨–米

尔斯非阿贝尔规范场论[1]。但这种广义的电磁规范场[1] [11] [12] [13]，其提出历史也曾颇为曲折，包括

了克莱因、泡利的“高维引力”路子和杨–米尔斯路子[14] [15]。 
规范理论中的规范场是基本的动力学物理场[5] [6] [7]，不过规范场并非只在基本相互作用领域作为

自然界秉性出现。在不少应用物理系统尤其是在人为设计的电磁学和量子光学物理系统中会呈现人造的

(artificial)或者合成的(synthetic)规范势[16]。本文作者根据自己以往研究经验，列举了一些电磁光学系统

内的等效规范势例子。这些系统包括横截面非均匀波导系统、光–原子相互作用系统、各向异性电磁介

质系统等。有了这样的等效的人造规范势，拓扑几何相位[17]、等效 Aharonov-Bohm 效应[18]等也会产生。

需要指出的是，以上电磁光学中的人造规范势本身无拉格朗日动能项，它们作为一个物理背景场而存在、

驱动其它场和波运动。在本文中，我们也研究具有拉格朗日动能项的等效规范场，即五维卡鲁扎–克莱

因(Kaluza-Klein)理论中的衍生(呈展)规范场。在卡鲁杂–克莱因理论中，五维度规中的高维和低维之间

的非对角分量被解释为四维电磁势，高维的希尔伯特–爱因斯坦引力作用量密度可以产生普通四维时空

中的电磁场拉格朗日量密度，从而爱因斯坦引力理论与麦克斯韦电磁场论可以被统一起来。在该框架下，

电动力学基本内容(电磁场作用量密度、电磁场方程、荷电粒子作用量密度和运动方程)可以从引力作用量

密度、高维爱因斯坦引力场方程、高维时空线元、短程线方程这些高维引力理论核心构件分别推导出来。

卡鲁扎–克莱因理论利用高维空间来统一基本相互作用的思想，在现代物理学(如弦论与 M 理论)中也被

采纳，即高维统一是基本范式，它产生了深远影响[19]。 
本文是一篇研究札记，介绍规范场论有关专题如电磁学和量子光学中的人造(synthetic)规范势(和人造

“磁学”)与微分几何中的呈展(emergent)规范场(和引力–规范统一)的理论研究状况，评述总结了本作者

的一些研究结果包括对一些课题前途的展望，对电磁学、量子光学、引力场论领域一些研究课题作了入

门介绍，希望在一定程度上有利于拓展一些在人工电磁设计结构、光学电磁理论、微分几何之场论应用

的研究人员的视野。本文介绍的重点是为了说明，规范场除了作为理论原生的基本动力学场(如在粒子物

理学中的标准模型)以外，还可以“人造”(synthesis)和“呈展”(emergence)两种方式作为非基本、非原生

的动力学场的身份出现。前者在一些应用领域(如电磁学、光学、凝聚态物理学)中吸引了不少研究人员的

注意，后者则是以“引力–规范统一”为目的，在微分几何和广义相对论中以高维引力规范场的身份展

现出来(它既可以被称为“呈展”规范场，意指由高维引力场呈现展示出来，也可以被称呼为“衍生”规

范场，意指从母体中演变而产生。此处母体为高维空间引力场，杨–米尔斯规范场在本质上是引力场)。
本文还对规范场论一些早期历史(如 1918~1919 年魏尔的规范场论、1921 和 1926 年的卡鲁扎–克莱因关
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于引力和电磁力的高维统一理论、1938 年克莱因的矢量规范理论和电磁力–核力统一之雏形理论等)进行

评述，管中窥豹，部分领略到“20 世纪物理学经常从错误的模型得到正确的理论”这一光辉激荡的岁月

历史风貌。 
关于本专题行文的一些说明：由于篇幅所限原因，本专题包含“规范场论札记”(I)和(II)两文。第(I)

文主要包括光学和电磁学中的人造规范场(包括了作者本人的一部分研究)和对卡鲁扎–克莱因理论中的

衍生规范场论的研究和评述，第(II)文包括电磁学中的局域对偶对称规范理论、卡鲁扎–克莱因理论的非

阿贝尔版本(对杨–米尔斯规范场论的导出)和高维引力规范理论的介绍(“规范场论札记(II)”这三块主要

为作者本人的研究总结)。本文涉及的知识范围包括电磁学或电动力学、量子物理学、规范场论、广义相

对论和微分几何等。文中出现的一些中外研究者尤其是外国作者的人名和姓氏，凡是常见名姓，用其中

文译名；对于非常见人名或者在文内只少许出现几次的，如缺少约定的翻译，则用其英文名或者直接沿

袭其论文内的署名法，这也有利于读者可以方便检索有关原始文献。 

2. 规范场论的历史起源 

在广义相对论中，如果坐标微元满足变换规则 'x xν θ ν−=d e d ，则我们有 'x xν θ ν+d = e d 和 

'
x
x

ν
θ ν

µµ δ+∂
=

∂
e ，那么偏导数变换规则为

' '
x

x x x x x

ν
θ ν θ

µµ µ ν ν µδ+ +∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= = =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
e e 。于是一个标量算

符的坐标变换规则为 ( )''x x x
x x x

ν θ ν θ ν
ν ν ν

− +∂ ∂ ∂ = = ∂ ∂ ∂ 
d e d e d ，即标量 x

x
ν

ν

∂
∂

d 满足变换不变性。 

但这种标度变换并非魏尔所研究的变换，它在本质上仍然属于黎曼几何广义坐标变换。魏尔的标度变换

与此有所不同。1918 年魏尔提出的“纯粹无穷小几何”是黎曼几何的推广，也可以被称为魏尔几何[8] [9]。
魏尔认为他的这种新几何除了要使用黎曼的二次型度规

2s g x xµ ν
µν=d d d 外，还需要添加上一个线性型

度量结构 A A xµ
µ=d d  [8] [9]。根据黎曼几何，某个矢量Uν

的无穷小平行移动(infinitesimal parallel 
transport)是用 U U xν ν λ µ

λµ= −Γd d 表示，此平行移动不改变此四维矢量长度，只改变四维矢量方向。魏

尔认为广义的几何(魏尔几何)还需要添加上一个改变长度的联络： l qA l x qlA xµ µ
µ µ= − = −d d d  [8] [9]。 

从这里，我们也可以解读出量杆长度受到魏尔矢量场 Aµ 的影响： 0 exp( )l l q A xµ
µ= − ∫ d ，它携带了一

个不可积衰减因子(根据现在的事后诸葛亮，如果指数部分乘上一个虚数单位，让 exp( )q A xµ
µ− ∫ d 变为

exp( )q A xµ
µ− ∫i d ，这样的不可积相位因子代表了传播的德布罗意物质波与中介场 Aµ 的耦合效应)。标

杆长度的导数为 ( ) 0exp( )l q A x qA lµ
µ µ µ µ∂ = − ∂ −∫ d ，可以写为 ( ) 0exp( )qA l q A x lµ

µ µ µ µ∂ + = − ∂∫ d ，

也即 0exp( )D l q A x lµ
µ µ µ= − ∂∫ d ，此意为传统的导数为 0lµ∂ ，现在添加了一个标度因子 

exp( )q A xµ
µ− ∫ d ，但是其在效果上使得普通导数 0lµ∂ 变为了协变导数 D lµ ，宏观数学结构虽然不变，

但是通过协变导数，引入了(电磁)相互作用。如果将魏尔的标度变换推广到函数的变换： 'f fθ−= e  (魏 

尔规范变换理论)，引入协变导数 D qAµ µ µ= ∂ + 、
' 'D qAµ µ µ= ∂ + ，那么我们就有一个广义的导数

' ''D f qA fθ
µ µ µ

−∂ +=( )e ，它可以写为 

( )' 1q A f qA f D f
q

θ θ θ
µ µ µ µ µ µθ− − −  

∂ + − ∂ = ∂ + =  
  

e e e ， 

于是魏尔矢量势(魏尔认为这是电磁矢量势)满足变换规则
' 1A A

qµ µ µθ= + ∂ 。在这样的变换下，电
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磁场强 F A Aµν µ ν ν µ= ∂ − ∂ 具有(在魏尔的标度变换下的)不变性。 

在魏尔理论中，度规的标度变换为
' exp( )g g A xµ
µν µν µγ= − ∫ d ，其中我们引入了一个参数γ ，在

与电磁学比较时，以便它能让有关函数保持量纲上的平衡。黎曼几何 Levi-Civita 联络为 
' ''

'
,

1
2

g gg
x x x
λµ µννλ

λ µν ν µ λ

 ∂ ∂∂
Γ = + −  ∂ ∂ ∂ 。由于

'

exp( )
g g

A x A g
x x
µν µνµ

µ λ µνλ λγ γ
 ∂ ∂

= − −  ∂ ∂ 
∫ d ，于是在魏尔几

何中，Levi-Civita 联络为
 

'
,

1exp( )
2

A x A g A g A g
x x x

µ
λ µν µ ν λµ µ νλ λ µνν µ λγ γ γ γ ∂ ∂ ∂      Γ = − − + − − −      ∂ ∂ ∂      

∫ d
。 

引力场中粒子的作用量为
' '

0 0S m g x x m g U Uµ ν µ ν
µν µν τ= − = −∫ ∫d d d ，将度规的标度变换

' exp( )g g A xµ
µν µν µγ= − ∫ d 代入，我们得到 0 exp( )S m g U U A xµ ν λ

µν λγ τ= − − ∫ d d ，其中指数因子

exp( )A xλ
λγ− ∫ d 可以近似写为exp( ) 1 1A x A x A Uλ λ λ

λ λ λγ γ γ τ− ≈ − = −∫ ∫ ∫d d d 。如果 0m τd 在点粒

子局域上与电荷 q 有关，那么魏尔几何中的引力场中粒子的作用量 S 可以写为传统的经典粒子作用量

0m g U Uµ ν
µν τ− ∫ d 和电动力学带电粒子与电磁场的耦合作用量 q A U λ

λ τ− ∫ d 之和。这意味着在魏尔

理论中，电磁力(可以通过魏尔的标度变换不变性)以引力的身份呈现出来。
 

魏尔的方案尽管在理论上取得了成功，但是爱因斯坦对魏尔的指数标度因子 exp( )A xλ
λγ− ∫ d 随意 

破坏量杆长度颇为踌躇。时间到了 1926 年，薛定谔基于德布罗意物质波思想，建立了量子力学的波动力

学版本。此时，福克(V. Fock)、伦敦(F. London)和魏尔(H. Weyl)本人领悟到，如果把魏尔的尺度变换因

子由实数改为复数、变换的对象由标杆的长度取代为薛定谔的波函数，那么爱因斯坦所说的致命问题将

不再存在，电磁相互作用的存在仍然是该规范变换下的内禀自然要求(这是魏尔理论的核心成果)，为了保

持电子波函数的薛定谔方程在该规范变换下形式不变必须要求存在电磁场。具体说来，福克认识到电动

力学中的电荷机械动量 p qA−
��
要用 ( / )q A− ∇

�
� �i ( -i )代替，伦敦认识到量子力学中的带电粒子会具有 

不可积标度(相位)因子exp( ( / ) )q A xµ
µ∫�i d  [9]。不过此时两位还没有明确的局域相位变换思想，相位 

变换最终是由魏尔本人在 1929 年发表的论文《电子与引力》中提出[9] [10]。魏尔终于承认，他原本希望

与引力有关的标度变换，最终其实与引力无关，而是跟量子力学波函数有关。这样，在量子力学框架下，

电动力学的规范场论版本建立起来。这是电动力学理论的第三次升华(第一次升华是麦克斯韦和洛伦兹根

据实验建立起了经典电动力学，实验约束了电动力学的数学结构；第二次升华则是庞加莱、爱因斯坦和

闵科夫斯基根据狭义相对论不变性重建电动力学理论，即电动力学的数学形式由相对论不变性来约束；

第三次升华则是魏尔的局域规范对称性再次约束了电动力学数学结构)，这是对电动力学本质的认识的深

化。第四次升华可以是量子电动力学的建立以及电磁力与其它基本力的统一。 
标杆的绝对长度是一个可测量，因此不允许牵涉魏尔的规范变换，但是波函数的绝对相位是不可测

量，参与魏尔的局域规范变换是允许的。此时，魏尔的这种变换，其实应该叫局域“相位变换”才对，

但是魏尔没有改变名称，仍然叫它局域“规范变换”，后人也沿袭了这个名称。在量子力学建立后，

'f fθ−= e 中的θ 要变为虚数，如θ θ→i ，那么波函数的规范(相位)变换为 ' θψ ψ−i= e 。根据一般的

电动力学和量子力学教材叙述，规范对称性要求经过局域相位规范变换前后的薛定谔方程在形式上不变，

即 
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22
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,
2
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q qA
m t

q qA
m t

ψ ψ

ψ ψ

∂   − ∇ = Φ   ∂   

∂   − ∇ = Φ   ∂   

��
�

� �
��

�
� �

-i i +i

-i i +i

 

设波函数的规范变换为 ' θψ ψ−i= e ，那么协变导数的变换规则为 

( )' ' ' 'q q qA A A
q

θ θψ ψ θ ψ− −      ∇ = ∇ = ∇ + ∇     
      

� � � �
� � �

i i-i -i e e -i 。 

如果三维磁矢量变换规则为 'A A
q

θ= − ∇
� � �

，那么上述协变导数可以化为 

' 'q qA Aθψ ψ−   ∇ = ∇   
   

� �

� �
i-i e -i ，它与波函数变换规则 ' θψ ψ−i= e 在结构上一样(即协变导数与波

函数在整体上都多了一个局域相位因子
θ−ie ) [7]。同理，设电标量势变换规则为 '

q t
θ∂

Φ = Φ +
∂
�

，关于

时间的协变导数变换规则为 ' 'q q
t t

θψ ψ−∂ ∂   Φ = Φ   ∂ ∂   � �
i+i e +i ，它与波函数变换规则 ' θψ ψ−i= e

在结构上亦同。在以上变换规则下，磁感应强度和电场强度具有不变性： 

' ' ,

'' ' .

B A A A B
q

A AE A E
t q t t q t

θ

θ θ

 
= ∇× = ∇× − ∇ = ∇× = 

 
   ∂ ∂ ∂ ∂

= −∇Φ − = −∇ Φ + − − ∇ = −∇Φ − =   ∂ ∂ ∂ ∂   

� � �� ��

� �
�� �� �

 

以上就是带电粒子电动力学在量子物理学中的规范变换，它们的运动方程和拉格朗日量密度都具有

规范对称性。如电磁相互作用拉格朗日密度 J Aµ
µ− 的规范变换是 

( ) (1/ ) (1/ ) ( )J A J A q J q Jµ µ µ µ
µ µ µ µδ δ θ θ− = − = − ∂ = − ∂ ，其中用到电荷守恒定律 0J µ

µ∂ = 。我们

看到，电磁相互作用拉格朗日密度 J Aµ
µ− 的规范变换结果是一个全散度项 (1/ ) ( )q J µ

µ θ− ∂ ，对于电荷

运动方程和电磁场方程没有贡献，这就证明了这种电磁耦合满足规范对称性。 
顺便说明：在初等的场论中，四维矢量势 Aµ 是规范势，而场强 F A Aµν µ ν ν µ= ∂ − ∂ 是规范场。但在

较为高等的场论中，Aµ 被直接称呼为规范场，至于规范场强 Fµν  (曲率张量、规范场张量)则是一个导出

量。这是一个因人而异的非本质的习惯。 
局域规范变换的物理意义是什么？这可以类比局域时空平移对称性和洛伦兹转动对称性来理解。在

广义相对论中，这样的对称性导致引力(包括黎曼–嘉当曲率和挠率等)。绝对的位置不可测，绝对的相位

也不可测，因此这允许我们对物理学方程施行这样的变换，它要求在变换前后数学结构不变。正如杨振

宁所言：“对称性决定相互作用。”这曾为 20 世纪构造新物理学理论提供了线索。 

3. 电磁学和量子光学中的人造规范势和人造“磁学” 

从上面的规范对称理论看来，规范场驱动物质场运动，规范场是以协变导数的形式进入物质场的运

动方程之中的，以这样的规范耦合方式参与与物质场的相互作用。受此启发，在其它非规范理论之中，

也会存在这种等效的规范势，它们以协变导数的形式进入被研究对象(如原子和光场)的运动方程之中，呈
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现出人造规范势效应。这种规范势尽管并非基本，但是它们在应用领域可以根据人的意愿被设计并驱动

系统运作，呈现出丰富多彩的几何和拓扑特色。 
下面我们列举出电磁学和量子光学中的六个人造规范势例子。 

3.1. 含时量子系统的等效规范势 

在 Berry 拓扑(几何)相位理论中，几何相位起源于含时哈密顿量或者含有演化参数的哈密顿量[17]。
为了求解具有含时哈密顿量的薛定谔方程的精确解，Lewis 和 Riesenfeld 在 1969 年提出了一个使用李代 

数解方程的方法[20]，他们不去直接求解含时薛定谔方程 ˆ ( )H t
t
∂

Ψ = Ψ
∂
�i ，而是改为求所谓的不

变量算符 ˆ( )I t 的定态本征方程 ˆ( )I t ψ σ ψ= ，同时证明了含时薛定谔方程的解 Ψ 与它对应的不变

量算符 ˆ( )I t 的本征态矢量 ψ 只差一个特定的相位因子。此相位因子的相位除了含有传统的动力学相位

以外，还含有(非循回、非绝热)几何相位[20]。Lewis-Riesenfeld 不变量算符 ˆ( )I t 遵守守恒的量子力学运

动方程
ˆ( ) 1 ˆ ˆ[ , ] 0I t I H
t

∂
+ =

∂ �i
 (量子刘维尔方程) [20]，设不变量算符 ˆ( )I t 的本征态为 ( )tσψ ，于是含

时薛定谔方程 ˆ ( )H t
t
∂

Ψ = Ψ
∂
�i 的一个特解可以写为

1( ) exp ( )t tσ σ σψ Ψ = Φ 
 i

，它的总相位

为
0

1 ˆ( ) ( ') ( ') ( ') '
'

t
t t H t t dt

tσ σ σψ ψ∂ Φ = − ∂ ∫ �
�

i ，其中相位之一
0

1 ˆ( ') ( ') ( ') '
t

t H t t dtσ σψ ψ∫�
是动力学相位，相位之二

0

1 ( ') ( ') '
'

t
t t dt

tσ σψ ψ∂ − ∂ ∫ �
�

i 具有规范势特性的“几何”相位(在非循环

和非绝热过程之中) [20]。需要指出，我们其实仍旧很难求解不变量算符 ˆ( )I t  [20]的含时本征态。于是

Gao 等人在 1991 年提出了一种对不变量方程进行么正变换的方法[21]，具体说来就是对 Lewis-Riesenfeld

不变量算符 ˆ( )I t 的(定态)本征值方程 ˆ( )I t ψ σ ψ= 、不变量运动方程
ˆ( ) 1 ˆ ˆ[ , ] 0I t I H
t

∂
+ =

∂ �i
 [20]以

及含时薛定谔方程 ˆ ( )H t
t
∂

Ψ = Ψ
∂
�i 三者一起施行该么正变换V̂  [21]，于是将含时的不变量算符

ˆ( )I t 化成不含时的不变量算符 V̂I ，其效果是含时的不变量算符 ˆ( )I t 和含时的哈密顿量算符 ˆ ( )H t 被对角

化了，从而使得求解变得容易[21]。被施行么正变换之后，新哈密顿量算符的形式为 

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( )VH t V H t V V V
t

+ + ∂
= −

∂
�i  [21]，其中新项 ˆ ˆV V

t
+ ∂

−
∂

�i 具有规范势特点，满足普通的规范变换

规则。我们可以称呼这样的新项 ˆ ˆV V
t

+ ∂
−

∂
�i 为几何相联络(geometric-phase connection)或几何相规范势

(geometric-phase gauge potential)。 
在某些参数空间内，几何相联络的时间积分可以写为一个参数空间中的“磁矢量”的线积分，即

( )ˆ ˆ ˆ ˆV V t V V R
t

+ +∂
− = − ∇ ⋅

∂

�
� �i d i d ，其中 ˆ ˆV V+− ∇�i 正是参数空间中的“磁矢量”。模仿旋量场论中

的自旋联络( pq p qe e λ
µ λ µω = ∇i )，这一“磁矢量”中的么正变换V̂ +

和V̂ 可以被看作不变量本征态空间

复流形中的 vielbein (标架场)。 
含时量子系统在二十多年前本已经被研究透彻，但是后来因为在光学电磁介质领域、量子光学和原
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子物理学等中可以用人工手段设计宇称–时间对称结构、非厄密哈密顿量系统，含时量子系统又被不少

作者所关心[22]-[27]。 

3.2. 非共面螺旋形弯曲光纤中的等效规范势 

光波在非共面弯曲的光纤中传播，除了得到传统的动力学相位外，还有与光纤几何形状有关的几何

相位[28] [29]，故直线光纤和螺旋形弯曲光纤内的波传播性质并不完全一样。自从 Berry 在 1984 年提出

绝热几何相位理论[17]后，Chiao 和 Wu 提出了螺旋或者非共面弯曲光导纤维中的光子的几何相位测量方

案[28]，Tomita 和 Chiao 在实验上观察到了该拓扑几何相位[29]，它的数值大小与非共面弯曲光纤所张的

立体角成正比，也与光通过的光纤螺旋匝数成正比。在这个问题中，前人作者通常把光子螺旋度(光子总

角动量算符在其波矢量方向上的投影)作为其有效哈密顿量，但是 Gao 指出该计算方案的不足，提出螺旋

度只是弯曲光纤中的光子的一个 Lewis-Riesenfeld 不变量算符，因此需要依靠该 Lewis-Riesenfeld 不变量

理论再度构造一个哈密顿量，并系统地研究了这个问题[30]。假设弯曲的光纤曲率半径足够大，忽略由此

带来的应力效应，光波的纵向(即光纤轴向)波矢量始终与弯曲的光纤相切，那么纵向波矢量只改变其方向、 

不改变大小，由此得到纵向(即光纤轴向)波矢量 k
�
所满足的方程： 2

1 0k kk k
t k t

 
+ × × = 

 

� �
� �d d

d d
。此式等

价于 Lewis-Riesenfeld 不变量方程
ˆ( ) 1 ˆ ˆ[ , ] 0I t I H
t

∂
+ =

∂ �i
，其中不变量算符为

ˆÎ k J= ⋅
� �

 (光子螺旋度)、

光子有效哈密顿量为 2

1 ˆˆ kH k J
k t

 
= × ⋅ 

 

�
� �d

d
 (这里 Ĵ

�
为光子角动量算符) [30]。上述方程(光的波矢量 k

�

所满足的方程)其实是一个数学恒等式，自身不带来任何有用的信息，但是它的“等效磁场”却可以用光

波路径来表示，因此具有计算思想方法论意义。将此方程与荷电粒子在磁场中的运动方程

0v q v B
t m
− × =
� �d

d
作比较，我们发现， 2

1 kk
k t

 
× 

 

�
� d

d
好似一个等效“磁场”，由此可以定义等效的“磁 

矢量势”。该方法除了对于弯曲光纤中的光波适用外，它也可以适用于沿着曲线路径传播的玻色–爱因

斯坦凝聚体。 
在近年来使用新的设计工艺，光纤内的几何相位研究在理论和实验上又受到关注，这对于量子物理

基础和应用研究都有借鉴意义[31] [32] [33] [34]。 

3.3. 原子–光场相互作用中的等效规范势 

自旋–轨道耦合在量子物理、冷原子物理和凝聚态物理等领域吸引了广泛兴趣[35] [36]。自旋–轨道

耦合的哈密顿量 ( )H S r pξ= ⋅ ×
� � �

可以化为 ( )H p S rξ= ⋅ ×
�� �

，它表现为速度或动量 p� 与一个矢量规范

势 S r×
� �

的耦合，它类同于电磁相互作用势能密度 J Aµ
µ 或者qU A q qv Aµ

µ → Φ − ⋅
��
。原子–光场耦合

包括电偶极矩和磁偶极矩耦合。由于原子有动能，原子在实验室参考系和原子在自身参考系中与光的耦

合哈密顿量并不相同，例如实验室内和原子参考系内的电场满足变换关系 E E v B= + ×
� � ��
lab atom ，于是在

实验室坐标系中，原子–光场的电偶极矩耦合势能为 

( ) ( ) ( )V d E d E v B d E d v B d E v B d= − ⋅ = − ⋅ + × = − ⋅ − ⋅ × = − ⋅ − ⋅ ×
� � � � � �� � � � � � �� � �

lab atom atom atom ， 

其期待值为 ( )V d E v B dψ ψ ψ ψ ψ ψ= − ⋅ − ⋅ ×
� �� ��

atom 。这里出现了与原子速度 v�耦合的

矢量势 B dψ ψ×
��

 [37]。众所周知，在四维形式中，电磁相互作用势能密度是 J Aµ
µ 或者 
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qU A q qv Aµ
µ → Φ − ⋅

��
。将它与上面的原子–光场的电偶极矩耦合势能比较，我们可以得到等效的矢 

量规范势
1A B d
q

ψ ψ= ×
�� �

。设原子能态为 i i
i

cψ ψ=∑ ，那么原子的跃迁电偶极矩期待值为

* *
i j i j i j ij

ij ij
d c c d c c dψ ψ ψ ψ= =∑ ∑
� � �

。这样一来，所展现的等效规范势 

* *1 1
i j ij i j ij

ij ij
A B c c d c c B d

q q
= × = ×∑ ∑

� �� � �
是一个非阿贝尔规范势[37]。为了方便，我们忽略标量势，则原

子的拉格朗日量为
21

2
L mv qv A= + ⋅

�� �
，正则动量为

Lp mv qA
v
∂

= = +
∂

�� �
� ，原子的哈密顿量为 

2
2 21 1 ( )( )

2 2 2
p qAH p v L mv qA v mv qv A mv

m
− = ⋅ − = + ⋅ − + ⋅ = = 

 

��� �� � � � � � �
。 

这哈密顿量在形式上与非相对论电动力学中荷电粒子的哈密顿量形式一样。 
上面所考虑的是原子与光场之间的电偶极相互作用。对于磁偶极相互作用，其实验室参考系内的哈

密顿量为 

2 2 2

v E v E EV B B B B v
c c c

µµ µ µ µ µ
     × × ×

= − ⋅ = − ⋅ − = − ⋅ + ⋅ = − ⋅ + ⋅     
     

� � �� � �� � � �� � � � � �
lab atom atom atom 。 

同理，我们也可以得到等效的规范势 2

1 EA
q c

ψ µ ψ= − ×
�� �

 [37]。 

3.4. 截面非均匀波导中的等效规范势 

当存在相互作用时，薛定谔方程(当然也包括其它波动方程如克莱因–戈登方程和狄拉克方程)需要遵

守局域规范变换下的不变性 (对称性 )，取代其普通偏导数 µψ∂ 的是带有规范势 Aµ 的协变导数

( )gAµ µ ψ∂ −i 。下面我们来证明：在一些人造规范势系统中，如果它的微分方程解不可按照自由度被分

离变量，不同自由度之间有耦合，那么该物理系统会展现等效的规范势。这里的推导思路是基于“有限

元”思想方法[38] [39]以及本作者多年来对含时演化系统、等效规范势、标架场、规范群流形等的思考和

研究经验。我们研究一个例子(横截面为非均匀的金属波导)，假设该系统内的光传播演化可被大致区分为

快变和缓变两个过程，于是可以证明那个快变过程会出现有效的人造规范势[40]。 
在横截面非均匀的金属波导内，波导壁由金属构成，内为真空介质。设电磁场在波导纵向坐标 z  (传

播方向)上快变，与此同时，波导因为有非均匀横截面(即截面边长为纵向坐标 z 的函数)，那么电磁波在

横截面(坐标为 x 或 x , y )上的横向波数是波导纵向坐标 z 的慢变函数(如果横截面 x 边长为 a ，那么 x
方向上的驻波波数为 /xk n aπ= ，n 为自然数。对于横截面非均匀的金属波导，横截面 x 边长a 为波导

轴向或纵向坐标 z 的函数， ( )a a z= )。对于熟悉含时哈密顿系统和几何相位理论的读者，此时可以顿悟

出为什么这样的“截面非均匀波导”内的光场的方程内会呈现出等效规范势：把波导横截面边长 ( )a z 中

的 z 看作演化参数(“时间”)，含 ( )a z 的哈密顿量或者场方程是一个含有演化参数的体系的哈密顿量或

者场方程。根据以往经验，这样的体系是可以含有拓扑相位因子的[16] [17] [21]，这也意味着含有等效规

范势。 
我们将纵向坐标 z 截成密集的离散格子，每一格子自有其时空坐标数值(如 x , z 和时间 t )，格内的

解为 , ,
i

x z t  (下标 i 表示该态矢量全部相关自由度如 TM 和 TE 模式，坐标 z 的每一数值表示每一个格
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子位置)。将逐个离散格子内的缓变参数(如坐标 z )暂作定值，求解快变过程得到 ( , )if z t ，最终格内的完

整解为 ( , ) , ,i i
f z t x z t ，其为波动方程 ( ) 0F µ

µ ψ∂ ∂ = 在该格内特解，整个体系通解可写作 
( , ) , ,i i

i
f z t x z tψ =∑ (为了表达式尽可能简化，有关线性叠加系数已经被合并吸收入 ( , )if z t 了)，要

求通解 ψ 遵守波动方程 ( ) 0F µ
µ ψ∂ ∂ = 。我们来看等效的或者人造的规范势如何呈现。先研究偏导

数： 

( , ) , , ( , ) , ( , ) , ,i i ii i i
i i i

f z t x z t f z t x t f z t x z tµ µ µ µψ  ∂ = ∂ = ∂ + ∂ ∑ ∑ ∑ 。 

在上述表达式两边左乘一个慢变的态矢量 , ,
j

x z t  (它在坐标 z 上慢变，它是在每一格子内的横截

面上的解。 x 是该解的变量，而 z 只是 , ,
j

x z t 的一个可调参量)，我们可以得到 

, , , , ( , ) , ,

( , ) , , , , ( , ) , , , , .

ij j i
i

i ij i j i
i i

x z t x z t f z t x z t

f z t x z t x z t f z t x z t x z t

µ µ

µ µ

ψ∂ = ∂

 = ∂ + ∂ 

∑

∑ ∑

  
 

需要指出， , , , ,
j i

x z t x z t 系以波导横截面坐标变量 x 作为积分区间的内积，坐标 z 当作格子内的

定值(慢变参量)。借助正交条件 , , , , ijj i
x z t x z t δ= ，我们立即可得[40] 

( )

, , ( , ) , , , , ( , )

( , ) , , , , ( , )

( , ).

j ij j i
i

j ij i
i

ji ji i

x z t f z t x z t x z t f z t

f z t x z t x z t f z t

gA f z t

µ µ µ

µ µ

µ µ

ψ

δ

∂ = ∂ + ∂

 = ∂ − ∂  

= ∂ −

∑

∑          i i

          i

 

需要交代，在上面最后一步中我们使用了爱因斯坦(重复指标求和)规则(也就是关于相同指标 j 需要

求和，但为简化我们已省求和符号)。这样，我们得到了一个重要关系 

( ), , ( , )ji ji ij
x z t gA f z tµ µ µψ δ∂ = ∂ −i 。 

该关系显示，快变解 ( , )if x t 的导数不再是普通的偏导数，而是协变导数(它包含一个等效的规范势

项 jigAµ−i ，其中规范势定义为 , , , ,ji j i
gA x z t x z tµ µ= ∂i 。如果自由度指标众多，该规范势还是非

阿贝尔的)。再经过进一步的推导[40]，带有普通导数的原始波动方程 ( ) 0F µ
µ ψ∂ ∂ = 最终可化作为新

的携带协变导数的方程 

( ){ }( )( ) ( , ) , , 0kj ji ji i k
F gA gA f z t x z tµ µ

µ µδ∂ − ∂ − =i i 。 

因为所有慢变解 , ,
k

x z t  (波导横截面方向上的态矢量)为线性独立，故快变解 ( , )if z t 遵守方程

( )( )( ) ( , ) 0kj ji ji iF gA gA f z tµ µ
µ µδ∂ − ∂ − =i i 。 

其效果是，我们将原先的方程 ( ) 0F µ
µ ψ∂ ∂ = 与现在获得的 ( , )if z t 的方程进行比较，看上去虽然

它们在形式结构上仍然一样，但后者的普通导数算符项多出了一项等效规范势( gAµ−i )。 
根据有效规范势(“磁矢量”)定义 , , , ,ji j i

gA x z t x z tµ µ= ∂i ，模仿旋量场论中的自旋联络

( pq p qe e λ
µ λ µω = ∇i )，这一“磁矢量”中的 , ,

j
x z t 和 , ,

i
x z t 也可以被看作 vielbein (标架场)。原先不

带有“磁矢量”的方程解( ( , ) , ,i i
f z t x z t 的组合)与现在带有“磁矢量”的方程解( ( , )if z t 的组合)之间

相差了一个么正变换(标架场)，它们(么正变换前后情形)是彼此线性组合的关系。这是对“磁矢量”来源

的一个认识。么正变换可以对角化哈密顿量[21]或者对角化场方程，将耦合的自由度“脱耦”，让某些自

https://doi.org/10.12677/mp.2023.134011


沈建其 
 

 

DOI: 10.12677/mp.2023.134011 95 现代物理 
 

由度遵守自由的方程。不过，它只是表观自由(赝自由)，并非完全自由，只是把一些耦合效应通过“磁矢

量”藏匿到协变导数中去而已。 

3.5. 冷原子物理学人造“磁学”中的规范势 

中性原子因为不与电磁场发生直接的(电单极)耦合，因此冷原子和玻色凝聚体在电磁场中不会呈现类

似规范耦合的效应，但是中性原子和电磁场能发生电、磁偶极耦合(原子能级能发生电、磁偶极容许跃迁)，
因此能表现出丰富的物理效应。美国马里兰大学和美国国家标准技术研究所的 Spielman 小组发展了超冷

原子物理学中的人造磁学和人造电学技术[41] [42] [43] [44]。Zhai 综述了有关自旋–轨道耦合量子气体的

工作，包括 Spielman 小组实验工作的理论机制[45]。基于 Spielman 小组[41] [42] [43] [44]和 Zhai 的文章

[45]，下面我们以一个简化的模型(二能级原子系统与光场的拉比耦合)来说明为什么这样的体系可以呈现

人造(合成)“磁”学，也即论证人造“磁矢量势”如何在光与原子耦合中产生。 
众所周知，根据量子光学，二能级原子和光的相互作用哈密顿量算符可以为原子动能算符和二态体

系布居拉比振荡哈密顿量之和(半经典、半量子哈密顿量)： 

2
2

2
2

2
2

1 1
1 2 2 2ˆ

2 2 1 1
2 2 2

mH
m

m

θ
θ

θ
θ

 
− ∇ + ∆ Ω  +∆ Ω  = − ∇ + = 

Ω −∆    Ω − ∇ − ∆ 
 

�
� �

�
�

�
� �

+i
+i

-i
-i

e
e

e
e

， 

其中Ω为拉比振荡频率、∆为频率失谐。如果
θ±ie 含有空间坐标，在这个系统中，原子二能级体系的布

居振荡与原子本身的质心运动会耦合在一起。为了让它们“脱耦”，我们要采用么正变换(根据以往经验

[21]，么正变换可以对角化哈密顿量，或者让一些原本耦合的矩阵元解耦，从而简化问题)。参照 Zhai 的
方法，为了简化上述耦合的哈密顿量，研究者采用一个么正变换[45] 

0ˆ
0

U
φ

φ

 
=  
 

+i

-i

e

e
，

0ˆ
0

U
φ

φ
+  
=  
 

-i

+i

e

e
， 

就可以得到新的哈密顿量 ˆ ˆ ˆU HU+
。么正变换中的相位角φ待定。下面我们实际是要计算 ˆ ˆ ˆU HU+ Ψ。

先不妨计算 ˆ ˆU H+ ： 

2
2

2
2

2
2

2
2

1 1
0 2 2 2ˆ ˆ ˆ

0 1 1
2 2 2

1 1
2 2 2

.
1 1
2 2 2

mU H U

m

m

m

θ
φ

φ
θ

φ φ θ

φ θ φ

+ +

 
− ∇ + ∆ Ω  
 = =  
   Ω − ∇ − ∆ 
 

  
− ∇ + ∆ Ω  
  =    Ω − ∇ − ∆    

�
� �

�
� �

�
� �

�
� �

+i
-i

+i
-i

-i -i +i

+i -i +i

e
e

e
e

e e e

    

e e e

 

再将
0ˆ

0
U

φφ

φφ

ψ ψ
ψ ψ

↑ ↑

↓ ↓

   
Ψ = =          

+i+i

-i-i

ee

ee
右乘在上述 ˆ ˆU H+ 算符上，得到 
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2
2

2
2

1 1
2 2 2ˆ ˆ ˆ .

1 1
2 2 2

m
U HU

m

φ φ θ
φ

φ
φ θ φ

ψ
ψ

+ ↑

↓

  
− ∇ + ∆ Ω      Ψ =        Ω − ∇ − ∆    

�
� �

�
� �

-i -i +i

+i

-i

+i -i +i

e e e
e

e
e e e

 

进一步得到 

2
2

2
2

1 1
2 2 2ˆ ˆ ˆ .

1 1
2 2 2

m
U HU

m

φ φ φ θ φ

φ θ φ φ φ

ψ ψ

ψ ψ

↑ ↓
+

↑ ↓

  
− ∇ + ∆ + Ω  
  Ψ =    Ω + − ∇ − ∆    

�
� �

�
� �

-i +i -i +i -i

+i -i +i +i -i

e e e e e

e e e e e

 

现在可以计算
2 ( )φψ↑∇ +ie ，结果为 

( ) ( )22 ( ) ( )φ φ φ φψ ψ φ ψ φ ψ↑ ↑ ↑ ↑
 ∇ = ∇⋅∇ = ∇⋅ ∇ + ∇ = ∇+ ∇ 

+i +i +i +ie e e i e i 。 

同理， ( )22 ( )φ φψ φ ψ↓ ↓∇ = ∇ − ∇-i -ie e i 。于是我们得到 

( )

( )

2
2

2
2

1 1
2 2 2ˆ ˆ ˆ

1 1
2 2 2

m
U HU

m

φ θ φ

φ θ φ

φ ψ ψ

ψ φ ψ

↑ ↓
+

↑ ↓

  
− ∇ + ∇ + ∆ + Ω  
  Ψ =    Ω + − ∇ − ∇ − ∆    

�
� �

�
� �

-i +i -i

+i -i +i

i e e e

e e e i

。 

如果取在么正变换中的相位角 / 2φ θ= ，上式可以简化为 

( )

( )

2
2

2
2

1 1
2 2 2ˆ ˆ ˆ ˆ'

1 1
2 2 2

mH U HU

m

φ ψ
ψ

φ

↑+

↓

 
− ∇ + ∇ + ∆ Ω   Ψ = Ψ =  
  Ω − ∇− ∇ − ∆ 
 

�
� �

�
� �

i

i

。 

于是在么正变换之后，新的哈密顿量为[45] 

( )
2

2
3 3 1

1 1ˆ '
2 2 2

H
m

σ φ σ σ= − ∇+ ∇ + ∆ + Ω
�

� �i 。 

在新的哈密顿量中，原子二能级态矢量和原子质心运动之间在表观上是“脱耦”的，质心运动的动

能算符协变导数中含有等效规范势 3σ φ∇ 。 φ∇ 内的φ 可以是非解析的，故而 ( ) 0φ∇× ∇ ≠ 。当然，

二能级态矢量和原子质心运动其实并没有完全脱耦，处于上、下能级的原子质心所受到的等效规范势

3σ φ∇ 符号相反(由泡利矩阵 3σ 决定)，因此处于上、下能级的原子质心运动轨迹并非相同，这意味着这

里有能级–路径的纠缠效应，这有点类似斯特恩–盖拉赫实验(处于不同内禀角动量状态的银原子在非均

匀磁场中分束运动)。在量子光学中，用狄拉克表象，诸原子能级构成一个抽象的希尔伯特态矢量空间。

借助原子能级–路径的纠缠效应，可以将原本发生在抽象的态矢量空间的原子能级布居概率(包括粒子数

反转)的量子塌缩–复苏现象发生在空间路径上。 
上述哈密顿量可以用于研究光晶格中的玻色–爱因斯坦凝聚体的 Aharonov-Bohm 效应。当然前人研

究的模型和性质[41] [42] [43] [44] [45]要比上面的二能级模型复杂很多，他们的研究不但包括二能级体系，
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也包括三能级冷原子体系的人造“电学”和“磁学”。需要指出，其它粒子如低速中子磁矩与电磁波的

相互作用，也具有上述哈密顿量结构，因此也有类似的对应的人造“磁学”效应。 

3.6. 各向异性电磁介质中的光学规范势 

各向异性电磁介质与各向同性电磁介质比起来，电磁波仿佛是在一个等效的规范势中传播，其最终

效果是电磁波方程内的普通导数需要用带有等效规范势的协变导数代替[46]，从而可以呈现拓扑几何相位，

光子好似带电粒子一样，也能呈现 Aharonov-Bohm 效应，这也是一种人造“磁学”。Liu 和 Li 证明在各

向异性电磁介质中存在这样的“光学规范势”[46]。他们的方案也可以被推广到“非阿贝尔光学规范势”

情形[47]。下面的方案是基于 Liu 和 Li 的阿贝尔规范势方案基本思想[46]，但是具体细节又有所不同，故

而我们推导详细，有助于读者理解一些人造(各向异性)电磁介质阿贝尔和非阿贝尔光学规范场概念[46] 
[47]。 

在双各向异性电磁介质中，旋度形式的麦克斯韦方程为 

( )HE
t

µ∂ ⋅
∇× = −

∂

�
�

，
( )EH

t
ε∂ ⋅

∇× =
∂

�
�

， 

其中介电张量ε 和磁导率张量µ 分别是 

xx xy xz

yx yy yz

zx zy zz

ε ε ε
ε ε ε ε

ε ε ε

 
 

=  
 
 

， 
xx xy xz

yx yy yz

zx zy zz

µ µ µ
µ µ µ µ

µ µ µ

 
 

=  
 
 

。 

我们先来看介电张量中的非对角贡献与电场的耦合 ( ) Eδε ⋅
�
，它的显式为 

0
( ) 0

0

xy xz x xy y xz z

yx yz y yx x yz z

zx zy z zx x zy y

E E E
E E E E

E E E

ε ε ε ε
δε ε ε ε ε

ε ε ε ε

   + 
    ⋅ = = +    

    +    

�
。 

让我们回忆一下，叉乘矢量 A E×
� �

三个分量是 y z z yA E A E− 、 z x x zA E A E− 、 x y y xA E A E− 。不妨

将它与 ( ) Eδε ⋅
�
比较一下，我们发现 ( ) Eδε ⋅

�
与 A E×
� �

有相同的数学结构(这一点在本方案中至关重要)： 

y z z y xy y xz zA E A E E Eε ε− ⇔ + ，可以得到 xz yAε ξ= 、 xy zAε ξ= − ； 

z x x z yx x yz zA E A E E Eε ε− ⇔ + ，可以得到 yx zAε ξ= 、 yz xAε ξ= − ； 

x y y x zx x zy yA E A E E Eε ε− ⇔ + ，可以得到 zy xAε ξ= 、 zx yAε ξ= − 。 

于是， ( ) E A Eδε ξ⋅ = ×
�� �

。我们简化介电张量的对角分量，假设三个对角分量相等 

( xx yy zzε ε ε ε= = = m )，因此介电张量对角部分可以化为一个单位矩阵，即 3 3Iε ε δε×= +m  ( 3 3Iε ×m 为

对角化部分，δε 为非对角化部分)。于是旋度方程
( )EH

t
ε∂ ⋅

∇× =
∂

�
�

可以化为 

( )3 3

.

H E I E E E

E A E

ωε ω ε δε ωε ωδε

ωε ωξ
×∇× = − ⋅ = − + ⋅ = − − ⋅

= − − ×

� � � � �

�� �
m m

m

i i i i

     i i
 

也即得到 

.H A E Eωξ ωε∇× + × = −
�� � �

mi i  
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同理，
( )HE

t
µ∂ ⋅

∇× = −
∂

�
�

可以化为 

.E W H Hωζ ωµ∇× − × = +
� � � �

mi i  

我们对此进行论证：磁导率张量中的非对角元与磁场的耦合 ( ) Hδµ ⋅
�
为 

0
( ) 0 .

0

xy xz x xy y xz z

yx yz y yx x yz z

zx zy z zx x zy y

H H H
H H H H

H H H

µ µ µ µ
δµ µ µ µ µ

µ µ µ µ

   + 
    ⋅ = = +    

    +    

�
 

它可以被写为矢量叉乘形式W H×
� �

。W H×
� �

三个分量是 y z z yW H W H− 、 z x x zW H W H− 、 

x y y xW H W H− 。我们将 ( ) Hδµ ⋅
�
和W H×
� �

比较一下： 

y z z y xy y xz zW H W H H Hµ µ− ⇔ + ，可以得到 xz yWµ ζ= 、 xy zWµ ζ= − ; 

z x x z yx x yz zW H W H H Hµ µ− ⇔ + ，可以得到 yx zWµ ζ= 、 yz xWµ ζ= − ; 

x y y x zx x zy yW H W H H Hµ µ− ⇔ + ，可以得到 zy xWµ ζ= 、 zx yWµ ζ= − 。 
于是 ( ) H W Hδµ ζ⋅ = ×

� � �
。我们简化磁导率张量的对角分量，假设三个对角分量相等 

( xx yy zzµ µ µ µ= = = m )，因此磁导率张量对角部分可以化为一个单位矩阵，即 3 3Iµ µ δµ×= +m  (其中

3 3Iµ ×m 为对角化部分，δµ 为非对角化部分)。 
这样一来，上述两个旋度方程变为 

( ) ( )
( ) ( )1

,

.

H A E n E

E W H n H

µ ωη ξ ε ω ε

ε ωη ζ µ ω µ−

∇× + × = −

∇× − × = +

�� � �

� � � �
m m m m m

m m m m m

i i

i i
 

这里n µ ε=m m m 、 /η µ ε=m m m 。对于第一个式子两边，我们乘虚数单位i，于是上述两个旋度

方程进一步可变为 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )1

,

.

H A E n E

E W H n H

µ ωη ξ ε ω ε

ε ωη ζ µ ω µ−

∇× − × =

∇× − × =

�� � �

� � � �
m m m m m

m m m m m

i

i i
 

然后将它们相加或者相减，得到 

( ) ( ) ( ) ( )1 .E H W H A E n E Hε µ ωη ζ µ ωη ξ ε ω ε µ−∇× ± − × × = ± ±
�� � � � � � �

∓m m m m m m m m mi i i  

为了进一步合并同类项，我们假设所设计的材料满足
1 W Aη ζ η ξ− =

��
m m ，于是上面方程可以简化为 

( ) ( ) ( )A E H n E Hωη ξ ε µ ω ε µ∇ × ± = ± ±
� � � � �

∓ m m m m m mi i ， 

还可以进一步得到 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 .A A E H n E Hωη ξ ωη ξ ε µ ω ε µ ∇ × ∇ × ± = ± 
� � � � � �

∓ ∓m m m m m m mi i  

在前面我们研究介电张量和磁导率张量时，我们已经证明非对角部分满足反对称性质，如 xz yAε ξ= 、

zx yAε ξ= − ； xy zAε ξ= − 、 yx zAε ξ= ； yz xAε ξ= − 、 zy xAε ξ= 。另外，要求该电磁介质是无损介

质，这就要求介电张量和磁导率张量是厄密矩阵，也就是非对角项矩阵元互为复数共轭，如
*
zx xzε ε= 。

既要求
*
zx xzε ε=  (复数共轭)，又要求 zx xzε ε= −  (反对称)，那么这要求 zxε 和 xzε 必须为纯虚数。为此，
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参数ξ 只能取虚数，于是我们设ξ = i。这样一来，各向异性材料内的电磁波传播方程可以化为如下一个

携带有协变导数的薛定谔型方程 

( ) ( ) ( ) ( )2 2A A E H n E Hωη ωη ε µ ω ε µ ∇ × ∇ × ± = ± 
� � � � � �

∓ ∓m m m m m m mi i i i 。 

现在，介电张量ε 是 

1 / /
/ 1 /
/ / 1

z y z y

z x z x

y x y x

A A A A
A A A A
A A A A

ε ε ε
ε ε ε ε ε

ε ε ε

   − −
   

= − = −   
   − −   

m m m

m m m m

m m m

i i i i

i i i i

i i i i

. 

在
1 W Aη ζ η ξ− =

��
m m 中，ζ ξ= = i，于是

1 W Aη ζ η ξ− =
��

m m 变为 / /W Aµ ε=
��

m m ，那么磁导率张量µ
为 

1 / /
/ 1 /
/ / 1

1 / /
/ 1 / .
/ / 1

z y z y

z x z x

y x y x

z y

z x

y x

W W W W
W W W W
W W W W

A A
A A
A A

µ µ µ
µ µ µ µ µ

µ µ µ

ε ε
µ ε ε

ε ε

   − −
   

= − = −   
   − −   

 −
 

= − 
 − 

m m m

m m m m

m m m

m m

m m m

m m

i i i i

i i i i

i i i i

i i

  i i

i i

 

在上述光场方程中，方程左边项(两个旋度叉乘) ( ) ( ) ( )A A E Hωη ωη ε µ ∇ × ∇ × ± 
� � � �

∓ ∓m m m mi i i  
可以简写为 ( )mlk l kij i jD D Fε ε  (其中 mlkε 为三维空间内的全反对称 Levi-Civita 符号)，它可以进一步化为 

( ) ( )
.

mlk l kij i j mlk kij l i j mi lj mj il l i j

j m j i i m

D D F D D F D D F

D D F D D F

ε ε ε ε δ δ δ δ= = −

= −             
 

借助这一关系，可以简化上述带有协变导数的光场波动方程。 
我们在上面综述和研究了六种在电磁学和量子光学体系中产生人造规范势的方法，每法各有其使用

领域和特征，但它们也有一些共性。第一种(含时量子系统的等效规范势)和第二种(非共面螺旋形弯曲光

纤中的等效规范势)是早年(如 1980 和 1990 年代)人们结合几何相位研究的常用体系；第三种(原子–光场

相互作用中的等效规范势)和第四种(截面非均匀波导中的等效规范势)作为诱导规范势，为作者曾经所感

兴趣和研究，它们亦具有一定的典型意义；第五种(冷原子物理学人造“磁学”中的规范势)和第六种(各
向异性电磁介质中的光学规范势)是在当前文献中研究的产生规范势的比较新的方法。此六种引入人造规

范势的方法，可以分为三大类，例如么正变换型引入(第一、四、五法)、自旋–轨道耦合型引入(第二、

三、五法)、各向异性(或者张量)耦合引入人造规范势方法(第六种)。其中，么正变换型引入法将相互作用

“吸收”入协变导数，自旋–轨道耦合型引入法使得体系哈密顿量出现自旋算符或泡利矩阵(与赝自旋算

符有关)，各向异性(或者张量)耦合引入人造规范势方法在将各向异性电磁学方程化为各向同性时，各向

异性耦合被分离出来附在了协变导数之中。总的说来，人造规范势在理论原理上，是将含有相互作用的

哈密顿量、场方程或运动方程，通过适当改造(如么正变换或数学上的恒等变换)，变为“自由”形式的哈

密顿量、场方程或运动方程，但是其关于时间和空间的普通导数项变为了包含人造规范势的协变导数项。

由此，我们就可以方便研究这些物理体系中的以几何相位和广义的 Aharonov-Bohm 效应等为代表的人造

“磁学”和拓扑特性。 
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需要说明的是，在以上各种人造规范势系统中，规范势只是一个相互作用背景，本身并非动力学的

主角，也即不存在人造规范势的运动方程，当然也无人造规范势拉格朗日密度动能项。在接下来的专题(卡
鲁扎–克莱因理论)中，等效的规范势是有运动方程和拉格朗日密度动能项的，它们由高维广义相对论引

力理论展现出来。 

4. 阿贝尔版本的卡鲁扎–克莱因理论 

除了魏尔用他的规范变换理论来解释电磁场在引力场中的起源，与此同时，其他人沿着不同路径，

也在做“统一场论”工作，如卡鲁扎–克莱因理论。下面我从个人理解的角度，来讲述卡鲁扎–克莱因

理论的缘起：广义相对论引力理论用度规分量 gµν 描述引力。在欲将电磁力和引力理论统一起来的理论

中，一个自然的想法就是将 gµν 分解为 A Aµ ν 。这种方法的目的是想将引力理论分解为电动力学的形式(笔
者在大学时代的思路)。这样的分解法确实有两条：1) 弯曲时空的狄拉克矩阵 µγ 满足 

( ) / 2gµν µ ν ν µγ γ γ γ= + ，其中弯曲时空的 µγ 可以用平直时空中的狄拉克矩阵 pγ 进行线性组合表示出

来，即
p

peµ µγ γ= ，此处
pe µ 为标架场(vierbein)；2) 度规分量也可以直接表示为

p
pg e eµν µ ν= 。此二

法其实等价。现在，引力效应就被藏匿在标架场
pe µ 之中了。但是这样的改写(如 ( ) / 2gµν µ ν ν µγ γ γ γ= +

和
p

pg e eµν µ ν= )，无法统一电磁场和引力场，而且最终也无法将引力理论化为电动力学形式(本作者在

1998~1999 年也思考过这一方案)。因此，人们只能反过来，要求将电动力学纳入引力理论。显然，如果

要在引力理论中引入电磁场，无疑还要引入新的时空自由度。如果引入一个额外维度，那么标架场
5e µ 将

具有电磁势 Aµ 的功能。这与魏尔引入一种新的对称性(标度变换不变性)来引入规范势的思路不同。 
在历史上，卡鲁扎在四维时空广义相对论中引入了第五维度，把电磁相互作用统一在了五维爱因斯

坦相对论引力理论之中(1919 年)。高维统一，是一种非常巧妙的方法，因为它经济、简单，不改变原先

理论范式，不对已有理论伤筋动骨，仅仅增加一个维度，以最小的代价解决物理之谜(这是理论物理学家

们的期望)。高维空间也是一个自然的概念，像回答诸如“现实空间为什么是三维”这样看上去简单的问

题也需要在高维空间理论中去寻求答案。1919 年，卡鲁扎将自己的论文寄给了爱因斯坦，爱因斯坦两年

后回复表示这一思想确实让他很震惊。1921 年卡鲁扎发表了他的论文(论文由爱因斯坦递交给普鲁士科学

院发表) [48]。1926 年克莱因也独立提出了用高维空间来统一电磁场与引力场的思想[49]。他从别人处获

悉卡鲁扎几年前已经发表了这样的研究，但克莱因经过钻研卡鲁扎的工作，认为自己的想法与卡鲁扎还

是有点不同，主要是对于第五维度，卡鲁扎使用了柱坐标系(可以称为维度的柱坐标紧致化)，而克莱因使

用了圈坐标系[第五维度好比一张毛毯(毛毯代表普通四维时空)上的一条条圆圈形绒线]，克莱因还讨论了

电荷量子化起源。此两理论的共同点都是通过引入第五维度、用五维广义相对论来统一引力场与电磁场， 
因此卡鲁扎和克莱因的工作被后人合称为卡鲁扎–克莱因理论[48] [49]。 

下面我们根据前人文献来简述、介绍五维(阿贝尔)卡鲁扎–克莱因理论[50] [51]，也包含了本文作者

自己的思考，如粒子力学短程线方程、作用量、标量物质场协变导数的产生等，最终目的是要把它推广

为非阿贝尔情形，以便统一广义相对论与杨–米尔斯规范理论[此将在下篇“规范场论札记(II)”中讲述]。 
在五维(阿贝尔)卡鲁扎–克莱因理论[48] [49]中，普通四维时空被称为外部时空，第五维(高维，也叫

额外维)称为内空间。高维内空间中的引力场在普通的四维时空内表现为麦克斯韦电磁场、高维的引力表

现为电磁力。卡鲁扎–克莱因理论中五维体时空(bulk spacetime)的五维度规可以写为[50] [51] 
2 2

5
2 2

5 55

g g g A A A
g

g g A
µν µ µν µ ν µ

µν
ν ν

φ φ
φ φ

 + 
= =   
   

� �
�

� �
， 

其中 Aµ  ( 0,1, 2,3µ = )是由第五维的度规分量 5gµ� 衍生出来的四维电磁矢量势(U(1)规范势)；φ是伸缩
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子(dilaton)标量场。为了理论的自洽性，这种标量场是必须的。有人建议认为这种伸缩子标量场可能用来

作为暗物质的候选者(但是这样的建议可能已经在 2017 年 8 月 17 日双中子星合并事件引力波和伽马射线

爆双星使观察中被否定)。协变度规张量 gµν� 的逆(即逆变度规张量)可以写为[50] [51] 
5

25 55 1/
g Ag g

g
A g A Ag g

νλ ννλ ν
νλ

λ σ τλ
στ φ

   −
= =   

− +   

� �
�

� �
。 

我们可以验证 gµν� 和 gνλ� 确实满足互逆关系： 

( ) ( ) ( )

2 2

2 2 2

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

1/

( ) ( ) 1/

( ) ( ) ( 1/ )

0
.

0 1

g A A A g A
g g

A A g A A

g A A g A A g A A A A g A A

A g A A A g A A

νλ ν
νλ µν µ ν µ

µν λ σ τ
ν στ

νλ λ ν σ τ
µν µ ν µ µν µ ν µ στ

νλ λ ν σ τ
ν ν στ

λ
µ

φ φ
φ φ φ

φ φ φ φ φ

φ φ φ φ φ

δ

  + −
=   

− +  
 + + − + − + +

=   + − − + + 
 

=  
 

� �

      

      

 

注意上面的伸缩子(dilaton)项 2φ 也可以写为
2φ− 。 

下面我们来看五维(广义相对论)引力理论中的 Levi-Civita 联络 ( ),
1
2

g g gλ µν ν λµ µ νλ λ µνΓ = ∂ + ∂ − ∂� � � � 。

其中尤其重要的是 , 5λ µΓ� 。我们设度规分量不是第五维坐标的函数，即 5 0gλµ∂ =�  (柱坐标条件)，那么

, 5λ µΓ� 的显式为 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

, 5 5 5 5 5 5

2
2 2 2 2

1 1
2 2
1 1 .
2 2 2

g g g g g

A A A A A A

λ µ λµ µ λ λ µ µ λ λ µ

µ λ λ µ µ λ λ µ λ µ µ λ
φφ φ φ φ

Γ = ∂ + ∂ − ∂ → ∂ −∂

 = ∂ − ∂ = ∂ − ∂ + ∂ − ∂ 

� � � � � �

    

 

从这个表达式可以看出，Levi-Civita 联络 , 5λ µΓ� 产生了电磁场张量 A Aµ λ λ µ∂ − ∂ 。当然它也产生了其

它项(与伸缩子 dilaton 标量场有关的其它项)。 
我们来讨论如何从五维引力作用量密度中导出电磁场的作用量密度。广义相对论黎曼微分几何中的

Ricci 曲率标量是 ( )R g βν µ µ σ µ σ µ
ν βµ µ βν βν σµ µβ σν= −∂ Γ + ∂ Γ +Γ Γ −Γ Γ 。在我们关心如何从高维引力

场中呈现出电磁场的主题之中，其引力拉格朗日量密度即Ricci曲率标量内共有四项：前两项为Levi-Civita
联络的线性项，后两项是 Levi-Civita 联络的二次项。从直观角度讲，因为电磁场的拉格朗日量密度是电

磁场曲率(场强)平方项，故我们先看二次项，即第四项有可能产生电磁场的拉格朗日量密度项： 
55

, 5 , 5R g g g gβν σ µ σν µλ
µβ σν ν µ λ σ→ − Γ Γ → − Γ Γ 。 在五维引力理论中，爱因斯坦–希尔伯特引力作用

量密度是 

( )( )

55
, 5 , 5

22
55

2 22 2
55 55

1
2 2

1
2 2

1 1 ,
2 2 2 2

R g g g

g g g A A A A

g g g f f g f f

σν µλ
ν µ λ σ

σν µλ
µ ν ν µ σ λ λ σ

σν µλ µν
µν σλ µν

κ κ

φ
κ

φ φ
κ κ

− → Γ Γ

 
→ ∂ −∂ ∂ − ∂ 

 

   
= = −   

   

�
� �
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其中 f A Aµν µ ν ν µ= ∂ − ∂ 为电磁场张量(由高维Levi-Civita联络 , 5ν µΓ� 产生)。如果

22
551 1

2 2 4
gφ

κ
 

= 
 

 (这

种定义是可以做到的，至少在近似意义上是成立的)，那么五维广义相对论的爱因斯坦–希尔伯特作用量

密度
2
R
κ

− 就含有了麦克斯韦电磁场的拉格朗日作用量密度
1
4

f f µν
µν− ，这意味着电磁场被统一进入(高

维)引力场。 

不过，前面考虑的仅仅是 Ricci 曲率标量 ( )R g βν µ µ σ µ σ µ
ν βµ µ βν βν σµ µβ σν= −∂ Γ + ∂ Γ +Γ Γ −Γ Γ 中

的两个 Levi-Civita 联络的乘积项(二次项)。Ricci 曲率标量另有一个 Levi-Civita 联络的线性项 g βν µ
µ βν∂ Γ

其实也可以产生电磁场的拉格朗日量密度，其不应该被忽略。这个联络线性项 g βν µ
µ βν∂ Γ 可写为

( ) ( )g gβν µ βν µ
µ βν µ βν∂ Γ − ∂ Γ ，其中第一项 ( )g βν µ

µ βν∂ Γ 是全散度项，所以我们仅需要考虑第二项

( )g βν µ
µ βν− ∂ Γ ： 

( ) ( )( ) ( ),
1 .
2

g ggg g g g g
x x x
αβ βνβν µ βν µα βν µα να

µ βν µ α βν µ ν β α

 ∂ ∂  ∂
− ∂ Γ = − ∂ Γ = − ∂ + −  ∂ ∂ ∂  

 

现在在五维时空中分析上面这一项(为方便，我们省去了有关字母上方用以表示五维时空物理量的波

浪线)。与“呈展电磁势”(emergent electromagnetic potential)的产生有关的分量是当其取指标 β 和ν 为第 

五维度时的那些项。由于在 ( )g βν µ
µ βν− ∂ Γ 中指标β 和ν 地位对称，所以我们只需考虑其中之一指标(如

5ν = )，然后乘上一个因子 2 即可。设 5 0
g
x
αβ∂

→
∂

 (柱条件)，那么从上面 ( )g βν µ
µ βν− ∂ Γ 的展开式可

以得到我们需要的项： 

( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( )

55 5 5 5
5 5

1 1 .
2 2

g Ag Ag g g g A
x x x x

A A A A A A A f f

β ββ µ ν µ β µα µα βα α
µ β µ ν µ µβ α β α

α β α β β α αβ
β α α β α β β α αβ

η
 ∂  ∂   ∂ ∂

− ∂ Γ − ∂ Γ → − ∂ − → ∂ −    ∂ ∂ ∂ ∂    

→ ∂ ∂ −∂ → − ∂ −∂ ∂ − ∂ = −

 

这里，我们已经采用卡鲁扎–克莱因理论中的“度规–规范势”取代规则： 5g Aα α→ 、 5g Aβ β→
和

5g Aβ β→ − 。α 和 β 取普通四维时空指标0 3∼ 。 
爱因斯坦引力场方程是 / 2 8R g R GTβν βν βνπ− = 。在五维时空中，它的高维与低维之间的非对角

分量即 5 5 5/ 2 8R g R GTβ β βπ− =  ( β 取普通四维时空指标0 3∼ )的线性近似形式正是麦克斯韦电磁场

方程。略证如下：交叉分量 5 5 5 5 5R µ µ σ µ σ µ
β βµ µ β β σµ µβ σ= −∂ Γ + ∂ Γ +Γ Γ −Γ Γ 中最重要的一项是第二

项 5
µ

µ β∂ Γ 。在柱条件 5 0
g
x
αβ∂

→
∂

下，它可以被展开为 

( )55
5

1 1 1 .
2 2 2

ggg A A f
x x

βµ µα µα µα
µ β µ µ α β β α µ ββ α η

 ∂  ∂  ∂ Γ → ∂ − → − ∂ ∂ −∂ → − ∂    ∂ ∂  
 

至于物质场的能量–动量张量的高维–低维非对角项，它是 5 5T U Uβ βρ= ，正比于电流密度 Jβ  (电
流密度 J Uβ βρ= e , ρe是电荷固有密度)。这样一来，麦克斯韦方程 f Jµ

µ β β∂ = 便可以从高维广义相

对论方程 5 5 5/ 2 8R g R GTβ β βπ− = 中获得。 
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以上就是传统的五维卡鲁扎–克莱因理论要义，它表明在相对论普通四维时空之上引入第五维，那

么可以在五维的 Levi-Civita 联络中呈现电磁场张量(电磁场强) f A Aµν µ ν ν µ= ∂ − ∂ ，且五维爱因斯坦– 

希尔伯特引力作用量密度
2
R
κ

− 中可以产生麦克斯韦电磁场的拉格朗日作用量密度，这样五维卡鲁扎– 

克莱因引力理论(五维广义相对论)把四维时空内的爱因斯坦广义相对论引力场与麦克斯韦电磁场统一在

了一起，电磁场只是高维引力在低维(普通四维时空)中的“投影”而已。 
以上介绍了卡鲁扎–克莱因理论中的引力场部分。卡鲁扎–克莱因理论还有几个漂亮的结论，如五

维时空线元含有带电粒子与电磁场的耦合拉格朗日量，五维短程线方程含有带电粒子的洛伦兹力项。因

此，在粒子力学中，我们还可以进一步证实此五维广义相对论确实可以实现引力–电磁的“统一”。 
下面我们从粒子在引力场中的作用量得到带电粒子在电磁场中的作用量，电荷的本质也昭然若揭。

广义相对论中五维时空线元是 

( )

5 5 5
5 55

2 2 5 2 5 5

2

2 .

s g x x g x x g x x g x x

g A A x x A x x x x

µ ν µ ν µ
µν µν µ

µ ν µ
µν µ ν µφ φ φ

= = + +

= + + +

� � � �d d d d d d d d d

  d d d d d d
 

它可以写为 

( )

2 5 2 2 5 5

2 5 2 2 5 5

2 5 2 5

2

1 2

1 ... ,

s g x x A x x A A x x x x

s A U U A A U U U U

s U A U s U A x

µ ν µ µ ν
µν µ µ ν

µ µ ν
µ µ ν

µ µ
µ µ

φ φ φ

φ φ φ

φ φ

= + + +

= + + +

→ + + → +

�d d d d d d d d d

  d

  d d d

 

其中箭头符号表示我们采用了级数展开并取一级近似(我们假设第五维修正项对时空线元的贡献都比较

小)。在上面结果中，五维时空线元 s�d 除了产生普通四维时空线元 sd 外，还能产生带电粒子和电磁场的

耦合项。普通四维时空线元平方是
2s g x xµ ν

µν=d d d  ( ,µ ν 是四维时空坐标的指标)，四维速度定义为

/U x sµ µ= d d ，第五维速度定义为
5 5 /U x s= d d 。于是，广义相对论中的粒子的五维作用量是 

( )2 2 2 5
0 0S m c s m c s U A xµ

µφ= − = − +∫ ∫�d d d 。 

此处 0m 为粒子静止质量，其中普通四维线元可以写为
2 21 /s v c t= −d d 。五维修正项是 

2 5 2 5U A x U A u tµ µ
µ µφ φ=d d ，其中非协变的速度是 / ( , )v x t c vµ µ= = �

d d 。如此，粒子的五维作用量退

化为 

( )2 2 2 2 5
0 1 /S m c v c U A v tµ

µφ= − − +∫ d 。 

为了方便，我们已经将四维时空内的爱因斯坦引力隐去。如此，上述正是带电粒子作用量(它来自五

维时空中的粒子作用量)，于是带电粒子的拉格朗日量是 

( )2 2 2 2 5
0 1 /L m c v c U A vµ

µφ= − − + 。 

它可以写为电动力学中标准的带电粒子拉格朗日作用量形式 

( )2 2 2
0 1 /L m c v c q V A v= − − − − ⋅ � ， 

其中带电粒子电荷
2 2 5

0q m c Uφ=  (粒子电荷由伸缩子标量场φ即 dilaton 与第五维速度
5U 决定)。如果
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考虑德布罗意物质波性质，普通试验粒子波函数在第五维形成了驻波(按照量子力学)，那么第五维速度
5U 是量子化的。如果第五维是一个长度为a 的一维线腔(大致相当于卡鲁扎原始思想)，那么第五维上的

粒子动量为
5

0 /m U n aπ= �  ( n 为自然数，�为约化普朗克常数)；如果第五维是一个半径为 a 的圆周(相
当于克莱因的假设)，那么第五维上的粒子动量为

5
0 /m U n a= � 。由此可以看出，第五维速度

5U 是量

子化的，也就是电荷
2 2 5

0q m c Uφ= 是量子化的。实际观察到的电荷确实是量子化的，因此当年克莱因

认为这个思想可以用于解释电荷量子化现象。如果第五维是前述两种结构的杂糅，即具有螺旋形状，那

么第五维速度
5U 会有更复杂形式，但仍旧有量子化特性。还可以证明，第五维度的动量在四维时空内

看来，是一个静止质量(这类似光纤横截面上的驻波横向动量让光纤内的光子带上了等效的静止质量)，所

以第五维度的存在，也会出现(静止)质量量子化效应。同一种基本粒子，可以具有不同的质量(对应 /n a�
中的整数n )。这被称为“卡鲁扎–克莱因质量塔”效应[52]。如果找到了这样的现象(基本粒子质量量子

化)，那就意味着探测到了第五维的存在。但目前还没有这样的证据，也许第五维太小了，故而第五维动

量巨大，导致基本粒子(静止)质量巨大，无法在普通的加速器中产生这样高能的粒子。高维对基本粒子的

静止质量贡献仅仅是零(即 0n = )。 
我们也可以从广义相对论中的五维短程线方程出发，得到带电粒子在电磁场中的运动方程。五维短

程线方程是 0DU
s

µ

=
�

�d
，其中

DU
s

µ�

�d
的显式是 

5 5 5
5 552DU U UU U U U U U U U

s s s

µ µ µ
µ σ ν µ σ ν µ σ µ
σν σν σ= + Γ = +Γ + Γ +Γ

�
�

� � �
d d

d d d
。 

前面已经求得，与电磁力有关的 Levi-Civita 联络是 5
µ
σΓ ，它的显式是 

( ) ( )
2

2 2
5

1
2 2

g A A A Aµ µτ
σ σ τ τ σ τ σ σ τ

φ φ φ
 

Γ = ∂ − ∂ + ∂ − ∂ 
 

。 

于是我们自然从(第五维度)引力相互作用中得到了洛伦兹力项 5U
µ σ
σΓ ，它所包含的 

( )g A A Uµτ σ
σ τ τ σ∂ − ∂ 就是带电粒子受到的四维洛伦兹力(电动力学)。 

在量子力学中，我们需要考虑粒子的波动方程。我们仅仅考虑最简单的标量场ϕ 。在弯曲时空中，

它的导数是 µϕ∂ 。该导数可以化为 ( )g h hν ν ν
µ µν µν µν µ µνϕ ϕ η ϕ ϕ ϕ∂ = ∂ = + ∂ = ∂ + ∂ ，其中含有

5
5hµ µϕ ϕ∂ + ∂  (其它项

0
0

i
ih hµ µϕ ϕ∂ + ∂ ， 1,2,3i = ，属于普通四维时空内引力势与引力磁矢势与粒子

的相互作用，这里略去)。于是 ( )5 2 5 5 2
5 ( )h A q q Aµ µ µ µ µ µϕ ϕ ϕ φ ϕ φ ϕ∂ + ∂ = ∂ + = ∂ +i i ，其中我们采

用了行波解
5 5qϕ ϕ∂ = i 。如果

5 2q qφ = ，那么 ( )qAµ µ µϕ ϕ∂ → ∂ +i 。可以看出，如果粒子向前传播

时电荷为正，那么向后传播，电荷就为负。我们也可以采用克莱因的圆圈维度紧致化方案，那么高维圆

周上的波函数是 exp( )mθi ，其中角度
5 /x aθ = ， a 为圆周半径，那么 5 /m aϕ ϕ∂ = i( ) 。可以看出，

如果粒子在高维克莱因圆周中作逆时针运动时电荷为正，那么粒子在高维克莱因圆周中作顺时针运动时

电荷为负。这相当于利用高维区分了正反粒子(或者正负电荷)。如此，一个弯曲空间内的标量场协变导数

µϕ∂ 可以自然化为电磁场中带电粒子的具有 U(1)规范对称性的协变导数 ( )qAµ µ ϕ∂ +i 。如果粒子不带

电，意味着第五维动量为零。在卡鲁扎–克莱因理论中，粒子的电荷的本质是第五维动量(或角动量)，电

荷的正负符号与第五维动量或角动量方向有关。这就是卡鲁扎–克莱因理论中电磁相互作用的(高维)引力

本质。 

5. 早期规范场论历史述评 

经典规范场论按照历史顺序，可以分为魏尔阿贝尔电磁规范场论(1918~1919，1929 年)、克莱因(1938
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年)和杨–米尔斯(1954 年)非阿贝尔规范场论与对广义相对论中的规范场论特性的揭示(1956 年之后)等工作。 
魏尔推广黎曼几何的工作主要包含在他 1918~1919 年的三篇论文之中，该三文的题目分别是《纯粹

无穷小几何》、《引力与电力》、《相对论的一个新推广》[9]。魏尔把这种不变性叫作“标度不变性”(德
文是 Eich Invarianz [9]，英文是 Gauge Invariance，汉语翻译为“规范不变性”)。他把自己的方案告诉了

爱因斯坦，爱因斯坦尽管表示赞赏，但是却认为它违反经验论，指出魏尔的方案有一个致命的缺点，那

就是一根标杆的长度将依赖于它的路径历史，这种不自然性质也会影响原子光谱线，这是不可思议的。

魏尔与爱因斯坦之间展开了讨论。魏尔认为爱因斯坦的诘难是经验论性质的，但是他无法放弃数学的美

感。为了克服爱因斯坦所说的疑难，魏尔一直在作不屈努力[9]。量子力学诞生后，包括魏尔在内的当时

的人们才明白，标度变换不应该针对量杆，而应该针对波函数，这样魏尔的困难(量杆的尺度会与路径历

史有关、原子光谱线会因为受到魏尔的标度变换影响而显得没有规律)等荡然无存，魏尔的规范变换理论

获得了新生，成为揭示量子力学和电动力学之间关系的一把钥匙，物质波与电磁场的耦合受到魏尔规范

变换对称性的约束。魏尔的思想(电磁场与标度对称性有关)和推广的几何(魏尔标度不变性几何)尽管在数

学上漂亮[9]，但在一开始受爱因斯坦等人的不待见。这段魏尔理论的发展经历给我们以启示：在基础科

学研究中，一个漂亮的结构尽管暂时违反经验，但是如果它具有揭示某些现象的核心本质的意义(如魏尔

规范变换能揭示电磁场的本质和确定电磁耦合的唯一数学形式)，那么它必然是有前途的，稍微斧正(如将

魏尔标度变换因子由实数变为复数值的相位因子)，就可以获得涅槃重生。所谓涅槃，指魏尔原先的统一

场论(统一引力与电磁力)目标遭遇了挫折；所谓重生，指它促进了对量子力学和电动力学的理解，建立了

两者之间的联系。 
魏尔的电磁规范理论是阿贝尔群规范场论，它虽然漂亮，也提升了物理学家们对量子力学建立后的

基础物理学的理解，但是它本身不带来任何实用意义，因为正确的电动力学和量子力学此时已经建立，

不需要依靠魏尔的规范对称理论来重建。不过，非阿贝尔规范理论却不是如此。非阿贝尔规范理论首先

由瑞典克莱因在 1938 年波兰华沙一次物理学会议上提出(借助同位旋守恒、规范对称下的协变导数等要

件) [11] [12] [13]，1954 年杨振宁与米尔斯[1]用群论再度系统地提出[14] [15]。可以说，非阿贝尔规范场

论是电磁相互作用理论的“远房表兄”：电磁场是阿贝尔规范场，它的规范势满足交换对称性，而传递

强、弱相互作用的中介场是杨–米尔斯非阿贝尔规范场，它的规范势不满足交换对称性[5] [6] [7]。 
在 20 世纪物理学史上，引力理论和规范理论之间互有反哺，如克莱因与泡利等人曾经从引力理论出

发，得到了后来的杨–米尔斯规范理论。下面对克莱因的早期“非阿贝尔卡鲁扎–克莱因理论”作一些

评述。 
在非阿贝尔规范理论的研究中，我们应该承认几位前人的贡献。根据历史，非阿贝尔规范理论可以

分为三大类：1) 1938 年克莱因和 1953 年泡利的非阿贝尔卡鲁扎–克莱因理论；2) 1954 年的杨–米尔斯

规范理论；3) 1970 年代之后的引力规范理论。此分类法并非唯一，它只是属于作者本人的一种梳理。对

第三种类，本人有研究，但在这里不予讨论。 
通常认为 1954 年杨振宁与米尔斯提出了 SU(2)非阿贝尔规范理论[1]。但是实际上，早在 1938 年，

瑞典克莱因在波兰华沙一次物理学会议(1938 年 5 月 30 日~6 月 3 日召开)用法语发表了一个“广义的电

磁场规范理论”，作为统一当时的核力(其实是中微子和电子的弱相互作用力)、电磁力和引力的一个模型

[11] [12] [13]。仔细比对，可以发现克莱因 1938 年得到的广义的电磁场规范场强与后来(1954 年)杨–米

尔斯 SU(2)规范场强在数学上精确一致，分毫不差[14] [15]。克莱因在 1938 年还把电子和中微子看作同

位旋二重态，当作是他的广义电磁场的源，而这在 1960 年代弱电统一理论中被看作是格拉肖所为[2]。克

莱因 1938 年工作正相当于同时提出了 20 世纪下半叶粒子物理理论中最为重要的两个工作(非阿贝尔规范

理论和弱电统一理论)，他几乎成为 Yang-Mills 和 Glashow-Weinberg-Salam 的合体[1] [2] [3] [4]。只是他
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的理论缺少产生规范粒子质量的 Higgs 机制。对于这个问题，克莱因在他的 1938 年的论文中虽然无具体

机制提出，但是叙述却相当明晰。他认为存在某种“自能”机制可以让他的矢量规范粒子带上质量[11] [12] 
[13] (而 20 多年后的 Higgs 机制确实属于动力学标量场的真空“自能”机制)。现代人认为，克莱因没有

用到 Higgs 机制，直接让规范粒子带上质量，破坏了规范对称性，因此克莱因绝对不可能比杨–米尔斯

早 16 年提出非阿贝尔规范理论，只是他的场强“有点像后来的杨–米尔斯规范场强而已，但其实不是杨

–米尔斯规范场强”。这种观点多少是从事后诸葛亮(基于后来的规范群的规范对称性范式)角度来理解，

没有考虑到历史事实的逻辑，因此这造成对克莱因的冤枉。因为首先，克莱因的规范场强与杨–米尔斯

规范场强表达式分毫不差; 其次，克莱因在文内也多次提到规范对称性，因此他并没有意图直接引入规

范粒子质量来破坏规范对称性，相反，他提出可能存在某种“自能”机制可以让规范粒子带上质量的愿

望(这正是 20 多年后由 Higgs 机制实现的结果)。 
当然，纵观克莱因 1938 年全文，他确实没有明确提出“SU(2)规范对称群”这样的 1954 年杨–米尔

斯理论中的标志性术语[1]。但是我们认为，没有明确提出这样的术语，不等于他在理论推演中没有用到

这样的术语所包含的思想与方法。其实，克莱因在他的文内已经把电子和中微子看作同位旋二重态、考

虑概率守恒(么正性)以及将他的规范场写成了二维矩阵形式，这些都自觉或不自觉地导致了他在 1938 年

确实建立了正确的 SU(2)非阿贝尔规范理论[14] [15]，比杨与米尔斯早 16 年，但克莱因的工作却几乎完

全没有被承认，在一些科学史和科普书籍中，相反，它还被当作一个反面例子或规范理论“黎明前的黑

暗”时期一个失败了的例子来看待。本文作者已经从历史背景、方法论、物理意义、后人评价[14]、被曲

解因缘、教训总结[15]等角度具体介绍、评述过克莱因理论，对其迷雾辨析，本不必在此再置喙，但是近

来翻阅一些量子场论、粒子物理学历史或科普书籍，时不时仍然能看到更多作者在提及规范场论历史时，

有成见地认为克莱因只是对广义的电磁场(非阿贝尔规范场)作了尝试性的失败研究。可见在过去大半个世

纪，对克莱因 1938 年理论的误解已经成为理论物理之场论共同体“公共知识”的一部分。趁本作“规范

场论札记”对早期规范场论(如魏尔理论、卡鲁扎–克莱因理论等)作评述，且克莱因 1938 年矢量规范理

论也确实属于该评述主题无法绕过去的内容，于是本文作者再就克莱因 1938 年理论予以说明；同时，作

者也为了删繁就简地澄清这个问题、直击这一事例核心本质，让读者能快速领略克莱因 1938 年的矢量规

范理论面貌及立即明白为什么它与后来的杨–米尔斯理论确实具有相同的数学形式，特简述如下：克莱

因 1938年的矢量规范理论基本要件(拉格朗日量密度和克莱因的规范场张量 Bµν 、Bµν 和 Aµν )为[11] [12] 
[13] [14] [15] 

( )

( )

1 ,
4

,

,

.

A A B B

e eB A B A B
c c
e eB A B A B
c c

eA A A B B B B
c

µν µν
µν µν

µν µ µ ν ν ν µ

µν µ µ ν ν ν µ

µν µ ν ν µ µ ν ν µ

= − +

   = ∂ − − ∂ −   
   
   = ∂ + − ∂ +   
   

= ∂ − ∂ + −

�

� �

� �

�

gauge

i i

i i

i

 

在克莱因之原文内[11] [12] [13]，时空指标用拉丁字母表示，但为与现在的教材和文献习惯一致，我

们将克莱因时空指标改为希腊字母。在上面表达式中，Aµ 、Bµ 和 Bµ 是克莱因的 SU(2)群矢量规范理论

的三种“光子场”，不过克莱因本人没有在他的文内指明这是 SU(2)规范群，但是他解释它们的源是中微

子–电子同位旋二重态列矩阵，这在实际上就等价于引入了 SU(2)规范对称群。克莱因的 Aµ 为电磁势，
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以电荷e为耦合系数 (需要指出的是，在当今的 Weinberg-Salam 弱电统一模型中，e应当是弱味荷， Aµ

应当是 SU(2)中性矢量玻色子，而弱味荷与 U(1)弱超荷的线性组合，才得到电荷。在 1938 年波兰物理学

会议上，当克莱因的报告结束后，听众缪勒提了一个问题，克莱因说缪勒的问题可以通过添加一个 U(1)
矢量规范场来解决。翌年在巴黎出版的论文集中添加了这一条说明。如此一来，克莱因的矢量规范场模

型，也就是广义的电磁场论，与后来的 Glashow-Weinberg-Salam SU(2) × U(1)弱电统一理论更为接近，只

是克莱因还没有可靠的 Higgs 自能机制来产生规范粒子质量，尽管克莱因在文内多次提到某种自能机制

可以办到)；克莱因引入“广义”的规范场 Bµ 和 Bµ 是作为传递弱力(电子–中微子耦合)的中介场。因此，

克莱因的该广义电磁场理论被推广到了电子与中微子弱同位旋二重态，他欲将电磁相互作用和弱相互作

用统一起来[14] [15]。 
再来看杨–米尔斯场论[1] [5] [6] [7]。在自然单位制( 1c= =� )下，杨–米尔斯规范场强为 

[ , ]F A A g A Aµν µ ν ν µ µ ν= ∂ − ∂ −i ，其规范势为
i iA Aµ µτ= 。这里， / 2i iτ σ= 为 SU(2)群生成元( iσ 为

三个泡利矩阵， 1,2,3i = )，群生成元满足对易子[ , ]i j ijk kτ τ ε τ= i ( ijkε 为 SU(2)群结构常数，它是全反

对称的，其中定义分量为
123 231 312 1ε ε ε= = = + )。因此，杨–米尔斯规范场强(规范场张量、曲率)为 

1 1 1 2 3 3 2

2 2 2 3 1 1 3

3 3 3 1 2 2 1

( ),

( ),

( ).

F A A g A A A A

F A A g A A A A

F A A g A A A A

µν µ ν ν µ µ ν µ ν

µν µ ν ν µ µ ν µ ν

µν µ ν ν µ µ ν µ ν

= ∂ − ∂ + −

= ∂ −∂ + −

= ∂ −∂ + −

 

该规范场的拉格朗日作用量密度是 ( )1 1 2 2 3 31
4

F F F F F Fµν µν µν
µν µν µν= − + +�gauge 。可以定义一对互

为复数共轭的规范势：
1 2( ) / 2W A Aν ν ν

± = ±i 、 ( )1 2 / 2W F Fµν µν µν
± = ±i ，这样一来，可以推导出规

范场张量的新的形式 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 2 3 3

1 2 3 3

1 ,
2

1 .
2

W F F gA W gA W

W F F gA W gA W

µν µν µν µ µ ν ν ν µ

µν µν µν µ µ ν ν ν µ

+ + +

− − −

= + = ∂ + − ∂ +

= − = ∂ − − ∂

i i i

i i -i

 

进一步可以证明杨–米尔斯场
3Fµν 内的

1 2 2 1A A A Aµ ν µ ν− 项可以化为 

( )1 2 2 1A A A A W W W Wµ ν µ ν µ ν µ ν
+ − − +− = −i ， 

于是杨–米尔斯理论中的规范场强之第三分量可写为 

( )
( ) ( )

3 3 3

3 3 .

F A A g W W W W

A A g W W W W

µν µ ν ν µ µ ν µ ν

µ ν ν µ µ ν ν µ

+ − − +

− + − +

= ∂ − ∂ + −

 = ∂ − ∂ + − − − 

i

   i
 

由此我们可以来比较克莱因理论(1938)和杨–米尔斯理论(1954) [14] [15]：杨–米尔斯规范理论内的

矢量规范势Wµ
+
与克莱因理论的 Bµ− 对应，而杨–米尔斯理论的规范势Wµ

−
对应于克莱因理论的另一个

规范势 Bµ ，杨–米尔斯第三分量规范势
3Aν 对应于克莱因理论当时的电磁规范势 Aν ；至于场强，杨–米

尔斯的Wµν
+
对应于克莱因的场强 Bµν− ，其复数共轭Wµν

−
对应于克莱因的场强 Bµν ，杨–米尔斯第三分

量规范场强
3Fµν 对应于克莱因理论(当时的电磁场张量) Aµν ，杨–米尔斯理论的规范耦合系数 g 对应于

克莱因理论中的耦合系数 / ( )e c� 。这样一来，我们发现，克莱因的广义电磁场理论(1938)与杨–米尔斯

规范场论(1954)其实在数学结构上是完全一致的。 
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值得一提的是，实事求是，我们也要指出克莱因 1938 年理论[11] [12] [13]中也存在两个错误：规范

场作用量密度中存在一个两倍系数的失误(这点是瑕疵，但因为容易被纠正，所以不算大错)；在考虑狄拉

克场与他的广义电磁场(其实就是 SU(2)非阿贝尔规范场)耦合时，因为他的目标过于庞大(想把电磁力与弱

力统一起来)，但缺少 Higgs 机制，而实际电子和中微子作为同位旋二重态却所带电荷不同，这导致他的

理论在这一点上难以自处、无法自圆其说，于是他引入了一个电荷矩阵(以体现电子与中微子电荷的不同)，
这让他的这个电荷矩阵耦合破坏了规范对称性(也就是说，原本满足规范对称性的耦合是十分简单的，但

克莱因却将它搞得十分复杂且错误[14] [15]。这是由于历史原因造成的。后来的 Higgs 机制就可以解决这

个问题，既满足规范对称性，又自动地、自然地产生电子与中微子同位旋二重态正确的电荷矩阵)。总的

说来，克莱因该理论主要缺少的是 Higgs 机制。 
很遗憾，克莱因过早地发表了他的研究(而且是发表在了会议论文集之中)，没有受到重视。他把非阿

贝尔规范理论和电磁力–弱力统一理论雏形合在一起发表，比后来广为接受的 Yang-Mills 规范理论和

Glashow-Weinberg-Salam 弱电统一模型的提出早了 16 年和 20 多年。泡利在 1953 年也提出了类似理论(指
规范理论部分)，但是因为该理论在规范粒子质量问题上与实验有冲突，泡利没有发表，只是把他的理论

写在了一封给派斯的信中。克莱因与泡利都得到了正确的杨–米尔斯规范场强。此外，Salam 学生 Ronald 
Shaw 也在同时期建立了非阿贝尔规范理论，作为他的博士论文附录的一部分。我们在这里把克莱因与泡

利的理论划入“非阿贝尔卡鲁扎–克莱因理论”，因为这两个理论实际上都是以高维引力理论作为依托

的，非阿贝尔规范场是作为引力理论的一部分而提出(这与 1954 年的杨–米尔斯规范理论有区别。后者

没有用引力作为依托，而是直接引入非交换的规范对称性，规范场是“横空出世”的)。从他们的理论描

述看，克莱因 1938 年理论中的时空仍旧是五维的，而泡利 1953 年理论中的时空似乎是六维的。泡利提

到了 Killing 矢量，因此泡利的理论含有了“非阿贝尔卡鲁扎–克莱因理论”关键构件。但克莱因没有提

到 Killing 矢量，尽管他的电磁力–弱力统一模型是悬挂在五维时空中的(这个做法可能起源于他在 1926
年研究卡鲁扎–克莱因理论后的思维惯性)，但是看起来他的“电磁力–弱力”与引力联系并不紧密[14] 
[15]，例如对于引力和弯曲空间中的旋量数学，他只是简要提及了一下，这些要件并非主角[11] [12] [13]。
因此，虽然克莱因 1938 年理论可以勉强被看作是一个“非阿贝尔卡鲁扎–克莱因理论”，但当作其是“非

阿贝尔规范理论”其实也妥当。 
但是，目前克莱因理论只是被当作 1954 年杨–米尔斯理论出现之前(黎明前的黑夜)时期中的一个反

面配角(现代人认为克莱因在 1938 年只是作了错误的尝试，得到了有点像杨–米尔斯理论的结构但其实

根本不是正确的理论)。这个观感是不符合真实历史事实的。至于克莱因的理论中意图用广义电磁场(非阿

贝尔规范场)统一普通电磁场与弱力场这种弱电统一先驱性尝试，也就更加直接被后人无视[14] [15]。在

规范理论发展史上，克莱因的理论被后人大为误解和矮评，我们需要纠正这种曲解。对于科研人员而言，

对一些经验教训也值得深思，例如因自己的研究结果过早地发表在非著名期刊，让时人无法及时消化而

被忽视，而其他后人在新的机遇和途径中重新研究、发表在著名期刊从而导致发现权转移，对于如何避

免这种境况，需要斟酌思忖。 

6. 结论和讨论 

本文从一个侧面论述了规范场论起源及其早期发展简史，评述了魏尔规范理论和卡鲁扎–克莱因理

论，叙述了规范场论的一些应用型课题如在电磁光学中的人造(synthetic)等效规范势效应和引力理论中的

呈展(emergent)规范场论研究状况。 
在应用电磁学、人造电磁结构或者电磁特异材料(metamaterials)领域、量子光学以及冷原子物理学中，

人造(artificial)或者合成的(synthetic)规范场效应是引起广泛研究兴趣的专题。在理论上，获得人造规范势
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的方式有很多，如用么正变换来分解或者对角化哈密顿量或者对多自由度体系之间的相互作用进行“脱

耦”处理。尽管这种人造规范势并非基本的规范场，但是其所表现的“人造磁学”或者拓扑效应与真正

的磁场表现相似。不过，我们也需要指出，这样的人造规范场只是起着驱动原子和光场传播的背景作用，

它本身不是一种动力学场，因为它不具有拉格朗日动能项。为了产生规范场的拉格朗日动能项，我们考

虑了五维的卡鲁扎–克莱因理论，以它作为例子，验证了希尔伯特–爱因斯坦引力作用量密度确实可以

产生电磁场的拉格朗日量密度，也从高维时空线元、粒子短程线方程这些高维引力理论核心构件出发，

推导出电动力学的基本内容，亦可说进一步论证了“电磁规范场如何从引力理论中产生”这个卡鲁扎–

克莱因机制。我们推导比较详细，有助于读者了解和理解“高维统一”这一专题的部分内容。基于 Killing
矢量方法[53]，非阿贝尔性质的卡鲁扎–克莱因理论可以将“爱因斯坦引力”与“杨–米尔斯规范耦合”

统一起来。此主题将在下文“规范场论札记(II)”中阐述，包括介绍笔者的一些研究结果。 
魏尔的规范场论起源史和卡鲁扎–克莱因理论发展史再次证明了近代物理学史上的两个特征：1) 从

错误的模型得到正确的数学理论或方程；2) 引力理论和规范场论互相竞争和反哺。 
回顾相互作用和规范场论研究简史不无裨益。在历史上，牛顿引力定律(17 世纪)是人类历史上第一

个完整的基本相互作用理论。牛顿引力定律的场论哺育了电磁学的发展，如根据牛顿引力定律，在质量

球壳空腔内(空心位置)引力场强为零。在电学中，富兰克林在研究带电球壳内的电场时，也发现电场为零，

他受到“质量球壳空腔零引力场”这一性质的启发，萌发了点电荷附近的电场随着距离也满足平方反比

的定律，这就是库伦定律。安培作为“电学中的牛顿”，建立了电流的静磁学定律，也深受引力场论启

发。故一开始牛顿引力场论哺育电磁场论。18 世纪下半叶麦克斯韦–洛伦兹电动力学的建立导致庞加莱

–爱因斯坦狭义相对论诞生，于是电动力学和相对论开始反哺于引力理论，导致爱因斯坦在 1915 年创建

了广义相对论。相对论引力定律的建立反过来再来促进对电磁学的理解，这就是魏尔规范场论(1918~1919)，
它是对黎曼几何二次型度量的推广，也是对广义相对论引力理论的推广，引入了一个标度变换，要求引

力理论满足该标度变换下的对称性，于是电磁场的存在是一种自然需求[8]。尽管魏尔的做法被爱因斯坦

批评为违反了经验(如量杆的长度与它的历史有关、原子光谱线变得不再有规律)，但是魏尔的“标度变换

不变性”思想在量子力学创立后，获得了新生，量子力学波函数有相位自由度，能承担魏尔变换，波函

数及其方程恰好满足这样的标度(规范)变换。于是从广义相对论出发，经过魏尔的巧手，规范场论诞生，

它对电动力学重新作了诠释，并最终导致了正确的强、弱力理论的创建(即杨–米尔斯规范理论，它是麦

克斯韦电磁理论的“远方表兄”) [1] [2] [6] [7]。杨–米尔斯规范理论反过来又促进了对引力理论的理解，

即人们认识到引力理论也是一种规范场。自旋联络引力规范理论以洛伦兹转动群作为基本的规范群，其

高维自旋仿射联络具有杨–米尔斯规范场特征[26] [54] [55] [56]，因此它可以统一引力理论和杨–米尔斯

理论[57]。此主题将在下文“规范场论札记(II)”中评述总结。 
在历史上，卡鲁扎–克莱因的引力–电磁统一方案(1921，1926 年)不同于魏尔方案(1818~1919 年)，

前者没有像魏尔那样引入新的标度对称性，而是通过引入第五维度的方式，将五维广义相对论中剥离出

四维时空引力场方程和麦克斯韦电磁学方程。此时的高维引力理论还没有包含强、弱相互作用。在 1938
年，克莱因把强、弱力也放进他的高维统一方案之中，于是以高维引力作为外壳，克莱因引入了电子–

中微子二分量同位旋守恒定律、规范场论协变导数思想，将他的规范场写成了二维矩阵形式，提出了广

义电磁场概念[11] [12] [13]，导致了他在 1938 年在效果上建立了正确的 SU(2)非阿贝尔规范理论[14] [15]。
值得一提的是，尽管克莱因以引力理论作为他的矢量规范理论的外壳，但是其实并无必要，他只是想用

这个外壳作为他的广义的矢量规范理论的物理起源，他需要为粒子的同位旋寻找一个寄主。克莱因 1938
年理论[11] [12] [13]不仅是一个非阿贝尔规范理论，也是一个将电磁力和当时的核力(这里指导致质子–

中子同位旋衰变或者中微子–电子同位旋发生相互作用的弱力)统一起来的理论。 
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现在可以总结一下历史上的规范耦合引入机制：魏尔范式和卡鲁扎–克莱因范式是两种引入规范场

的方法，也是引入新的动力学自由度的方式。魏尔直接引入新的自由度的新的对称性，要求新自由度满

足新的变换下的不变性，这其实是学自微分几何和广义相对论，每一种变换不变性意味着一种对称性，

每一种对称性对应于守恒的物理量(Noether 定理)。卡鲁扎–克莱因没有引入新的对称性(仍旧沿袭广义相

对论的对称性)，但是通过引入高维空间来引入新的自由度，于是将电磁场与引力场统一了起来。在 1938
年克莱因矢量规范理论中他仍然继承了这一思想，希望用高维来承载弱作用同位旋自由度，这也符合他

的“统一场论”希望。而 1954 年的杨–米尔斯理论实际上采用了魏尔范式，直接引入同位旋自由度和规

范对称性，不寄希望于用引力来承载弱作用同位旋自由度。虽然克莱因理论的出发点是高维引力，但其

内广义电磁场与(电子–中微子、中子–质子)同位旋二重态的规范耦合内容与引力理论也是可以独立的。 
规范理论除了在纵向物理研究领域(如量子场论、粒子物理标准模型、广义相对论论、超对称、超引

力、弦论)之中成为核心或重要构件外，近年来在其它领域如固体凝聚态物理、玻色凝聚量子物态领域、

光量子物理、复杂系统物理学和各种交叉研究领域等也引起了广泛兴趣，有的研究方向获得了有趣的研

究结果[58]-[63]。在这些专题中，规范场论具有方法论意义，有助于从新角度加深对其中的物理原理的理

解，或者在计算求解和简化模型上带来方便，或者因为这些领域本身出现等效规范场现象，研究人员探

索人造“磁学”和拓扑特性，将自然界的基本物理现象在应用领域中“复现”出来，给人以启发性意义。

基础物理和应用物理各领域之间的交叉研究，让研究人员得益于思想借鉴，有助于提出新的物理学原理。 
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