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Abstract 
This paper studies the exponential distribution of demand obeying in time in an infinite time 
range. The metamorphic rate is a three-parameter Weibull distribution of multi-variety peri-
shables combined replenishment inventory model, and the goal is to determine the replenishment 
cycle of each product. The total cost of the retailer is minimized per unit time. The difficulties in 
this paper are as follows: First, determine the inventory holding cost and deterioration cost during 
the deterioration of the item; secondly, because the joint replenishment problem is an NP HARD 
problem, the model is complex and difficult to solve. According to the above difficulties, this paper 
firstly simplifies the Taylor expansion of the exponential and logarithmic functions existing in the 
model, and uses the differential evolution algorithm in [14] to obtain the optimal solution. Retail-
ers for perishables provide useful management advice when implementing joint replenishment. 
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摘  要 

本文研究了在无限时间范围内，需求服从随时间递增的指数分布，变质率呈三参数Weibull分布的多品

种易腐品联合补货的库存模型，目标是通过确定每种产品的补货周期，使得单位时间内，零售商的总成

本最小。本文的难点有以下：首先，确定物品变质期间的库存持有成本和变质成本；其次，由于联合补

货问题是个NP HARD问题，所以模型复杂，不易求解。根据以上难点，本文首先对模型中存在的指数及

对数函数进行泰勒展开实现简化，同时应用文献[14]中的差分进化算法求得最优解。为易腐品的零售商

在实施联合补货时提供有益的管理建议。 
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1. 引言 

随着人们生活水平的改善，对很多易变质物品的需求也逐渐提高，比如新鲜水果、鲜花、海鲜、奶

制品等。根据美国食品市场研究所在 2012 年发布的报告，在 2010~2012 年，美国超市总销售收入为 4440
亿美元，这些收入中的 50.62%来自于销售易腐品的收入[1]，因此，对于易腐品的订货进行有效的管控，

减少产品的腐败，提高收入，对于企业提升自身利润与节约社会资源来说有着非常重要的意义[2]。 
Ghare 和 Schrader [3]最先研究了易变质产品的订货策略，并给出了经典的易腐品库存模型。随后

Covert 和 Philip [4]松弛了 Ghare 和 Schrader [3]关于变质率为常数的假设，研究了产品变质率随时间服从

Weibull 分布的经济订货批量模型。近年来，很多学者对于该模型进行了一系列扩展：在需求率方面，出

现了需求率受价格、库存量、时间影响，在变质率方面，出现了变质率服从指数函数，变质率受保存条

件影响，以及考虑通货膨胀、价格折扣、商业信用等等的库存模型[5]-[12]。 
但是，相对于以上各类研究，易变质品的联合采购问题鲜有学者研究。本文认为，在以上研究的基

础上，还应进一步完善对于联合采购问题的研究。因此，本文引入需求随时间递增，变质率呈三参数

Weibull 分布( 0α > , 1 2β< ≤ , 0γ > )的非立即变质品的联合采购模型。在求解方面，由于模型的结构非

常复杂，所以本文采用了文献[13]的求解办法，首先对目标函数中的指数部分进行截断泰勒级数展开，得

到简化的目标函数。为同时订购多种易腐品的单一零售商联合补货的问题提供了一定的科学理论指导。 

2. 模型构建 

2.1. 模型假设与符号表示 

根据易腐品的特点和实际联合补货问题，本文的基本假设如下： 
1) 不考虑补货提前期，即补货提前期为 0。 
2) 不允许缺货。 
3) 产品 i 的整体变质率满足三参数的 Weibull 分布。其中，三参数 Weibull 分布的概率密度函数、累 
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积分布函数分别满足 ( ) ( ) ( )1 e tf t t
ββ α γαβ γ − − −= − 、 ( ) ( )1 e tF t

βα γ− −= − ，α、β和 γ 分别巍峨 Weibull 函数的

尺度因子、形状以你自己和位置因子。其对变质率刻画的函数为： ( ) ( )
( ) ( ) 1

1
f t

t t
F t

βθ αβ γ −= = −
−

，其中

0α > ，1 2β< ≤ ， 0γ > ，产品一旦发生变质，不采取任何补救措施，且不进入下游流通。 
4) 由于 0γ > ，产品 i 进入库存内会存在一个固定的非变质期 dit ，在 [ ]0, dit 时段内，产品不发生变质，

经过 dit 后，产品 i 的变质率满足 ( ) 1t tβθ αβ −= 。式中，α、β、γ分别为变质率的尺度因子、形状因子和位 

置因子。 
5) 采用周期性查看库存策略，所有产品采用 [ ],T S 补货策略，即存在一个基本补货周期 T，每个基

本周期对所有产品都进行一次库存检查，产品一个补货成本。每一个产品 i 在此基础上有一个独立的补

货周期 iT ，且 iT 是基本补货周期 T 的整数( ik )倍，所以 i iT k T= 。且在 [ ]1,i n∈ 中，存在一个 1ik = ，且 0T > 。 
6) 需求随着时间递增，产品 i 在 t 时刻的需求函数可表示为： ( ) emt

iD t A= ，其中 m > 0。 

其他符号的释义如表 1 所示： 
 

Table 1. Symbolic interpretation 
表 1. 符号释义 

符号 释义 

n 产品种类数 

ih  产品 i 的平均库存持有成本 

S 每次补货的主要订货成本 

is  产品 i 补货时的次要订货成本 

ic  产品 i 的变质成本 

( )1iI t  [ ]0, dit 内，产品 i 的库存水平 

( )2iI t  经过 dit 后，产品 i 的库存水平 

iQ  一个补货周期内产品 i 的补货量 

2.2. 数学模型 

如前文所述，每一个产品在 [ ]0, dit 时段内不会发生变质，经过 dit 后，产品开始变质且满足一定的变

质率。因此对于每一个产品 i，根据不同的 dit 和 iT 的值，其库存水平会存在以下两种不同的情况： 
 

 
Figure 1. Inventory versus time curve for di it T<  
图 1. di it T< 时，库存随时间变化曲线 
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Figure 2. Inventory versus time curve for di it T>  
图 2. di it T> 时，库存随时间变化曲线 

 
我们针对以上两种情况，分别建立不同的联合采购模型 
情况 1 (图 1)：当 di it T< 时，在 [ ]0, dit 内，产品 i 的库存水平下降仅仅是因为当期内的用户需求，所

以在产品非变质的时候，产品 i 的库存水平满足： 

( )1d
e

d
i mtI t

A
t

= − , 0 dit t< ≤                                 (1) 

在 0t = 的时刻，库存水平为 iQ ，基于此求解(1)式，可得： 

( ) ( )1 e 1mt
i i

AI t Q
m

= − − , 0 dit t< ≤                              (2) 

当经过 dit 后，产品 i 库存水平下降不仅是当期用户的需求，还有产品随时间的变质，所以在产品开

始变质后，产品 i 的库存水平满足： 

( ) ( ) ( )2
2

d
e

d
i mt

i

I t
A t I t

t
θ= − − , di it t T< ≤                           (3) 

在 it T= 时间，库存下降为 0，基于此求解(3)式，可得： 

( )2 e e diTt mu u
i t

I t A u
β βα α− += ∫ , di it t T< ≤                           (4) 

在 dit t= 时，由函数的连续性可知， ( ) ( )1 2i iI t I t= ，联合(2)和(4)，可得： 

( ) e e d e 1idi di

di

Tt mtmu u
i t

AQ A u
m

β βα α− += + −∫                            (5) 

将(5)带入(1)式，可得： 

( ) ( )1  e e d e eidi di

di

Tt mtmu u mt
i t

AI t A u
m

β βα α− += + −∫ , 0 dit t< ≤                     (6) 

基于以上式子，我们可以知道单位时间内所有产品的平均库存持有成本为： 

( ) ( )1 1 21 0
d ddi i

di

t Ti
i ii t

i

n h
HC I t t I t t

T=
 = +  ∫ ∫∑                           (7) 

单位时间内所有产品的平均变质成本为： 
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( )1 21 e di

di

T mti
i dii t

i

n c
DC I t A t

T=
 = −  ∫∑                             (8) 

单位时间内所有产品的总订货成本为： 

1 1

1 i
i

i

n s
OC S

T k=

 
= + 

 
∑                                  (9) 

将(4)式和(6)式代入(7)式和(8)式，可得： 

1 1

1 1 1e e d e e

e e d d

idi di di

di

i i

di

Tn t mt mtmu ui
di dii t

i

T Tt mu u
t t

h
HC A t u t

T m m m

u t

β β

β β

α α

α α

− +
=

− +

  = + − +   


+ 


∫

∫∑

∫
                (10) 

( )1 1

1e e d e eidi i di

di

Tn t mT mtmu ui
i t

i

c
DC A u

T m
β βα α− +

=

 = − −  ∫∑                      (11) 

根据以上推论，我们可得在情况 1 下，单位时间内的总成本为： 

1 1 1 1TC HC DC OC= + +  

( )

1 1

1

1

1 1 1e e d e e

1e e d d e e d e e

1

idi di di

di

i i idi i di

di di

Tn t mt mtmu ui
di dii t

i

T T Tn t mT mtt mu u mu ui
it t t

i

n i
i

i

h
TC A t u t

T m m m

c
u t u

T m

s
S

T k

β β

ββ β β

α α

αα α α

− +
=

−− + +
=

=

   = + − +    
  + + − −     

 
+ + 

 

∫

∫ ∫ ∫

∑

∑

∑

          (12) 

情况 2 (图 2)：当 di it T> 时，产品的补货周期小于产品的非变质期，在该种情况下，不需要考虑产品

的变质情况，模型如下： 

( )1d
e

d
i mtI t

A
t

= − , 0 it T< ≤                               (13) 

且在 iT 时刻，库存下降为 0，基于此求解(13)式，可得： 

( ) ( )1 e eimT mt
i

AI t
m

= −                                 (14) 

单位时间内所有产品的平均库存持有成本为： 

( )2 0

1 1e e d e ei i i i
T mT mT mTmt

i
A AHC t T
m m m m

 = − = − + 
 ∫                     (15) 

2 1

1 n i
i

i

s
OC S

T k=

 
= + 

 
∑                                 (16) 

2 2 2 1

1 1 1e ei i nmT mT i
i i

i

sATC HC OC T S
m m m T k=

  = + = − + + +  
   

∑                 (17) 

根据以上公式可以看出，两种情况下的成本结构有相似的地方，且情况 1 下的 1TC 更具有普遍性，

所以我们接下来的研究更着重分析情况 1 下的决策变量。 
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3. 模型求解 

3.1. 模型优化 

Khouja M, Goyal 已经证明 JRP 问题是 NP 难题[14]，且本模型中的目标函数包含整数和非整数自变

量，属于非线性混合整数的分段函数，无法使用常规的非线性规划方法求解。另外，高维度的指数函数

使本模型中目标函数的求解变得更加复杂。基于以上原因，本文对目标函数中的指数函数式函数进行泰 

勒展开，其中，指数函数的泰勒展开式为： ( )2 3 31 1 1e 1
1! 2! 3!

x x x x o x= + + + + 。本文中取前两项进行截断 

近似，从而得到简化的目标函数。该方法也广泛在文献[12] [15]中使用。 
对方程(12)中的指数及对数部分进行泰勒展开，并保留至一次项，我们可以得到方程(12)的化简式： 

( ) ( )

( )

( )

1 1

1

11 1 d 2

1 1 d d

11 1 d

i

di

i i

di

i

T
i di di di dii t

i

T T

t t

T i
i di i di it

i

n

n

ATC h t t mu u u t t
T m

t mu u u t

s
c t mu u u T t S

T k

β β

β β

β β

α α

α α

α α

=

=


≅ − + + + +




+ − + + 


  + − + + − + +




      

∫∑

∑

∫ ∫

∫

               (18) 

因此，本文问题最终可以表示为： 

(P1): ( ), 1min ,
iK T iTC K T  

Subject to (18) 

3.2. 求解算法设计 

3.2.1. 差分进化算法流程 
差分进化算法是解决 JRP 问题的一种快捷而高效地算法，很多学者采用该算法高效地解决了联合订

货问题[15] [16]，本文将通过合理地设计适应本文模型的差分进化算法来求解。差分进化算法的改良通常

体现在它的三个基本操作上：变异、交叉和选择。 
1) 变异操作 
变异操作针对的是目标向量 1,2,3, ,,G

ix i NP=  ，通过差分变异操作，可以产生目标向量的新个体，

具体的公式为：1 ( )1 2 3

1G G G G
i r r rv x F x x+ = + ∗ −  

式 1 中，变异矢量 1G
iv + 三个目标向量产生，三个目标向量的序号各不相同，同时他们和 i 的值也不相

同。因此群体的规模 4NP ≥ ，为了确保种群多样性，通常取值为 50 到 100 之间。F 表示缩放因子，用以

决定矢量差分的范围，通常 F 的取值范围在 0~2 之间，本文中的 F 选取 0.5。 
2) 交叉操作 
交叉操作涉及到控制参数交叉概率(CR)，交叉概率表示是交叉操作中，目标矢量与变异向量之间的

信息交换量的大小。随着 CR 值的增大，种群多样性的减小幅度变慢，多样性增加，但同时收敛速度也

变慢，不利于快速寻找最优解，因此 CR 需要取一个合理值。本文的 CR 沿用了差分进化算法的发明人的

推荐值，0.3。 
对于每一个子代 1G

iju + ，交叉操作的方程为： 

2 
( ) ( )1

1
G
ijG

ij G
ij

v rand j CR j randn i
u

x

+
+

 ≤ == 


,

,

如果 或

否则
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( ) [ ]0,1rand j ∈ 是随机选取的一个 0~1 之间的值，其中 j 对应着目标向量
G
ijx 中的第 j 个维度。

( ) [ ]1,2, ,randn i D∈  为一个随机选择的维数变量。 

3) 选择操作 
进过上两部操作之后，我们获得了一批实验向量 1G

iu + 。我们通过比较目标向量 G
ix 和实验向量 1G

iu + 的

适应度(函数值)来生成子代，方程为： 

3 
( ) ( )1 1

1 ,

,

G G G
i i iG

i G
i

u f u f x
x

x

+ +
+

 <= 


如果

否则
 

3.2.2. 本文差分进化算法求解流程 
1) 初始化。首先根据本文目标向量的维度及计算能力确定算法的基本控制参数(CR、F、NP)，然后

通过随机函数产生初始种群。初始种群中每个解包含变量 iK 和 T，其中 iK 的下限 LB
iK 为 1，由于实际情

况分析， iK 的上限 UB
iK 通常小于 100，本文中我们取 100UB

iK = ，在生成初始种群时， iK 在 0 和 100 之

间随机取值，然后将随机得到的值取整；经验表明，T 在 0 到 1 之间随机值。 iK 和 T 共同组成一个 ix ，

为种群中的一个目标向量。 
2) 计算所有的随机产生的目标向量的目标值，得到其成本。 
3) 按照上文的方法，种群中的所有目标向量依次进行变异操作、交叉操作，然后对目标向量和实验

向量进行选择操作，产生子代种群 
4) 将得到的子代种群继续(2)~(3)步骤，直至到达给定的最大迭代次数，算法结束，给出结果。 

4. 算例分析及灵敏度分析 

本文将通过具体的数值算例来对本文构造的联合订货模型进行求解，从而验证算法及模型的有效性。

然后，本文将对一些关键参数进行灵敏度分析，并以此得到这些关键参数对模型的影响，获得实践中的

启示。数值算例的部分参数来源于文献[17]，由于文章没有考虑变质率，我们参考文献[18]，增加了

, ,,i dic tα β 四个参数，且采取 ( ) 0.0224e tD t = ，具体参数如表 2 所示。所有的实验通过 MATLAB 实现，计

算机配置为 CPU@2.70GHz 和 4.00GB RAM。 
 
Table 2. Parameter values 
表 2. 参数取值 

商品 ih  is  ic  α  β  dit  S 

1 0.4 1.8 2.4 0.03 0.5 0.0411  

2 1 2.0 6 0.03 0.5 0.0822  

3 0.8 1.2 4.8 0.03 0.5 0 10 

4 0.2 3.2 1.2 0.03 0.5 0.0411  

5 0.8 3.1 4.8 0.03 0.5 0.0411  

6 0.2 2.7 1.2 0.03 0.5 0.0822  

 
经过 100 代迭代，计算结果得到最优解中 0.0308T = ， ( )1,2,2,1,3,1iK = ，最优解为 1311.5。最后，

我们对一些参数采用单量法进行灵敏度分析分析当参数发生变化时，系统的总成本、各关键参数的变化

情况，具体情况如表 3、表 4 所示。 
从表 3、表 4 可以看出，次要订货成本、α的预测不准均会给结果带来一定的影响，但如果仅在小范
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围内波动，则对结果影响并不大。而预测误差对 K 基本无影响，因其影响的是基本补货周期 T，随着次

要订货成本和 α的逐步增大，总成本逐步增大，但 α总成本增加幅度十分不明显。 
 
Table 3. Sensitivity analysis of secondary ordering costs 
表 3. 次要订货成本灵敏度分析 

is 变化率 iK  T TC 

−60 1,2,2,1,3,1 0.0412 1222 

−40 1,2,2,1,3,1 0.0328 1264 

−20 1,2,2,1,3,1 0.0308 1299 

20 1,2,2,1,3,1 0.0308 1232 

40 1,2,2,1,3,1 0.0364 1356 

60 1,2,2,1,3,1 0.0352 1378 

 
Table 4. α cost sensitivity analysis 
表 4. α成本灵敏度分析 

α变化率 iK  T TC 

0.01 1,2,2,1,3,1 0.0213 1320 

0.02 1,2,2,1,3,1 0.0257 1319 

0.03 1,2,2,1,3,1 0.0308 1311 

0.04 1,2,2,1,3,1 0.0301 1332 

0.05 1,2,2,1,3,2 0.0224 1348 

0.06 1,2,2,1,3,1 0.0318 1352 

5. 结论 

本文将基于变质率呈 Weibull 分布的易腐品采购模型进行了拓展，考虑了需求随时间的增加且进行联

合补货情况下的易腐品补货。根据 Weibull 分布的易腐品的特征，构造了连续变质的多品种易腐品联合补

货，目标是确定每种产品的最佳订货周期及最佳的最大库存水平，使得系统总成本最小。为了达到目的，

本文设计了基于差分进化的启发式算法，通过 100 次的进化，最终收敛到了一个很好的解。然后，针对

模型中的部分核心参数，本文进行了一些灵敏度分析。通过对参数的灵敏度分析，总结了相应的库存管

理结论：系统对次要订货成本的敏感度比对腐败系数大。本文构建的模型适用于各种生鲜产品的联合补

货，比如果蔬、海鲜等。以后的研究可考虑将后续的配送考虑到整体模型中，或者将用户需求进行细化，

比如随着腐蚀的发生，用户需求是否会进一步增加？等等。 
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