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摘  要 

本文提出了一种合成锯齿形光晶格的理论，并且采用理论计算的方法探讨了冷原子在外加磁场的锯齿光

晶格中的能带结构。通过对比无磁场情况，发现磁场会在其色散关系图中产生一个空洞。并且沿锯齿势

方向出现与广义Kronig-Penney模型中发现的谱带相似的能带结构。 
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Abstract 
In this paper, a theory of synthetic sawtooth optical lattice is presented and the band structure of 
cold atoms in sawtooth optical lattice with applied magnetic field is discussed by theoretical cal-
culation. By comparing the absence of magnetic field, it is found that the magnetic field will pro-
duce a hole in the dispersion diagram. Band structures similar to those found in the generalized 
Kronig-Penney model appear along the direction of sawtooth potential. 
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1. 引言 

冷原子与光晶格实验平台凭借其系统参数良好的可调性和可控性使得其在凝聚态物理、高能物理、

天体物理学等领域有着广泛的应用[1] [2] [3]。其不但可以对参数不好加以控制的材料(诸如固体物理中材

料特性的研究等)进行模拟[4] [5]；冷原子光晶格操作平台也可以模拟一些有意思的特殊晶格构造，本文

研究的锯齿势就是其中一种，这种特殊的构造在量子棘轮[6] [7] [8]、量子电路[9]等都有良好的应用。 
在本文中创新地提出了锯齿形光晶格的一般合成理论，并采用理论计算的方法探讨了冷原子在外加

磁场的锯齿光晶格中的能带结构。 

2. 锯齿光晶格合成理论 

冷原子在由两束同频率对射激光生成的驻波场中会受到偶极力的作用。 

( ) ( ) ( ), 02 cos cosx tz
E E kx t= ω                                    (1) 

如式(1)所示，光场的电矢量受到 ( )cos kx 周期调制在 x 轴方向分布不均匀。按照正负失谐的不同，偶

极力分别将原子推向波节或者波腹。二阶微扰理论中，能量的二级修正依赖于光强，能级位移受到周期

性的调制。由 ( )2F U R= −∇ 可知，原子受到的力也是周期性的，并且周期是光的半波长。这种由光位移

不同而引起的周期性势能就是传统的光晶格。当原子经过冷却后速度降低，再放入该由强光组成的光晶

格，阱势深度为 

( )0 cos 2V V kx=                                        (2) 

其中 
2

0 2 2 24 2
2

V
Ω

=
+Γ +Ω

 δ
δ

                                     (3) 

当Ω Γ 时，光晶格势阱的深度渐近趋向于 

0V =  δ                                          (4) 

当 ,Ω Γδ 时，可得 

2
0 2V ≈ Ω δ                                        (5) 

这就是传统光晶格的阱势深度，对于给定的原子状态，俘陷势的调制都是依靠三角函数，其周期势

场的周期都是光波长的一半 2λ 。而对于锯齿形阱势，将锯齿阱势进行傅里叶展开，如果单纯依靠对传

统光晶格按傅里叶展开后的级数进行权重配比叠加是很难得到一个锯齿形状的周期势场的，因为锯齿波

的傅里叶展开级数为 
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( ) ( )max max

1

sin
~ , 1,2,3,

2 n

nkxA A
f x n

n

∞

=

− =
π ∑                        (6) 

其需要 n 阶谐波共同参与( 1, 2,3,n = 
)，按照之前传统的方法就需要利用大量激光频率的谐波，并

且由式子(6)可知，不同频率之间相差 i jn n 倍，同时运用频率相差如此大的激光进行合成，这显然是难

以控制且不切实际的。杂乱的频率会与非工作能级近失谐，其会产生一个散射力使得冷原子被加热，这

明显是不可取的。如果换一种方法，将相同波长的光束分别按不同角度组合来合成周期势，也很难实现

周期性锯齿势，因为需要对更多的光束进行十分精确的校准并保持它们相互之间相位稳定。所以需要一

种具有一般操作可行性的方法来进行锯齿形光晶格的合成。 
在研究早期，我们尝试过使用单频率的驻波激光依靠光位移生成锯齿势，其实施较为简单。将已经

制备好的工作能级的能级差为 aω 的冷原子放入单频率驻波激光场中(由两束同频率激光对射组成)，激光

频率ω 与 aω 负失谐 a<ω ω 。此时冷原子的能级对比放置入光场前多了一个微扰项，其导致了能级的光位

移。 
如图 1 所示，假设冷原子处于基态 1E 且右运动。从波腹到波节运动时，冷原子会经历一个势能不断

抬升的过程，在该过程中动能不断转化为势能；当冷原子运动到波节，此时能级差最小，再加上多普勒

补偿，原子可以吸收一个反方向的光子
ω从基态 1E 跃迁到激发态 2E ，同时损失一个光子的动量；冷原

子继续从波节向波腹运动，此时对于处于激发态 2E 的冷原子仍然是一个势能不断上升的过程；而当冷原

子到达波腹，其会在自发辐射的作用下重新回到基态 1E 。 
 

 
Figure 1. Schematic diagram of Rough sawtooth optical lattice 
图 1. 粗糙锯齿光晶格原理图 

 
在这整个过程中动能都在转化为势能，原子相当于在锯齿的斜面上不断爬坡，但缺少了图中垂直向

下获得动能补偿的部分。如果能将位于波腹由激发态 2E 向基态 1E 的自发辐射调控为受激辐射，此时就能

不断对冷原子进行动能补偿得到一个粗糙的锯齿势结构。 
之所以粗糙是因为在波节处跃迁并不稳定，一旦冷原子在波节没有发生跃迁就要等到在下一个波节

处发生跃迁，这就导致了锯齿的周期不固定。一个周期不稳定的势缺乏实用性，加之将波腹处自发辐射

调控为受激辐射不可避免的会引入新的激光频率，因而该锯齿势生成方案过于粗糙。为了能够得到一个

完美的锯齿光晶格，势必要在传统的光晶格势上转变思路寻求突破口。 
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如果只依靠传统方法很难得到一个完美的锯齿光晶格，概括来看之前的传统光晶格利用的是光位移，

其所产生光晶格的俘陷势为 

( ) ( )
2

2 rV E= − α                                      (7) 

α 是极化率，带入式(1)的驻波场的明显有 

( ) ( )2
0 0cos 1 cos 2 2V I kx I kz∝ = +                             (8) 

2cos 2 cos
2

kz xπ
=

λ
                                     (9) 

如上式所示传统光晶格势的周期 2λ ，在上一节中假设使用傅里叶合成的办法生成锯齿光晶格必须

要用到多种周期长度的光晶格进行叠加。由式(9)可知，晶格周期受到 λ 的调制，多周期就意味着参与合

成的激光波长也要多。得到的锯齿势最终是由多个波长相差整数倍的 Nλ 传统晶格叠加，叠加后杂乱的

频率是该方案的重大缺陷，但也是解决问题的突破口。 
仍然以晶格周期为 2λ 的传统光晶格做傅里叶级数的基波，其由两束频率为 V=ν λ的对射激光组成。

如果二次谐波、三次谐波等高次谐波都能够用频率为ν 或与ν 相近频率的激光合成那么频率杂乱的问题

就迎刃而解。 
 

 
(a)                                (b) 

Figure 2. (a) Second order process; (b) Fourth order process 
图 2. (a) 二阶过程；(b) 四阶过程 

 

首先考察如何依然以生成基波的激光频率来产生二次谐波的光晶格，有一种可以获得二倍波矢的方

法 2k k′ = ，即使用一个电子的激发态当中间能级，再利用两个稳定的基态能级之间多普勒敏感的受激拉

曼跃迁。 
如图 2(a)所示，该受激拉曼跃迁过程由两束频率相差不大分别为 ω 与 ′ω 的对射光束驱动，

c k′ ⋅=ω ω 。当失谐 ∆较大时，基态两个能级处于一个叠加的暗态，此时尽管有对射光束的驱动，两个

基态能级也不会发生向激发态的跃迁，但会得到一个 0g 到 1g 的拉曼受激跃迁，其等效频率

eff ′= −ω ω ω ，等效波矢为 2effk k k k′= − ⋅
。显然二倍波矢 2 k⋅ 的色散关系可以有助于构造一个与传统

光学晶格不同周期的势。 
但想要构成光晶格势，只有一束等效波矢为 2 k⋅ 的光是不够的，在图 2(a)的基础上再加上一束对射

光形成图 2(b)的四阶构造。由二阶微扰论可知能级位移 

( ) ( )2cos 1 cos 4 2effV k z kz∝ ⋅ = +                              (10) 
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此时就获得了一个空间周期为 4λ 的光晶格，其周期长度只有传统光晶格周期长度 2λ 的一半。但

由于驻波效应 0g 和激发态 a 之间的交流斯塔克位移将占主导，式(10)的高阶周期性的作用就会被二阶

过程的传统晶格势掩盖，这就是图 2(b)所示方案的缺陷。 
为了消除驻波效应，使用双光子拉曼方案加以改进，依靠三个激光频率实现四阶过程。如图 3(a)所

示，有一个三能级原子，对其左边施加频率分别为 + ∆ω ω与 − ∆ω ω的两束光。由于左右光束频率不完全

一致，不存在驻波效应。基态 0g 原子经历了四阶能量转移，获得了一个 4λ 的空间周期势。直观来看，

考虑该原子在这闭环过程中的动量改变可以看出，在初始状为 0g 的原子经历了虚过程，其吸收了一个

频率为 + ∆ω ω的光子并发射了一个频率为ω 的光子。由此原子获得了两个光子的反冲动量，处于一个能

量接近 1g 的虚态。然后又继续吸收一个频率为 − ∆ω ω的光子，并发射一个频率为ω 的光子，最终达到

了稳定的基态。经历该四光子共振过程后，原子内部状态不变，但获得了 4 k 的动量(如果是相反的过程

则获得了 2 k−  的动量)。在驻波之中，动量的转移只有 2 k 和 2 k−  的虚过程，晶格势和空间域呈现

( )1 cos 2V kz∝ + 的依赖性，而通过上述四阶过程获得了一个 ( )1 cos 4V kz∝ + 的双重空间周期性。 
 

 
(a)                                 (b) 

Figure 3. (a) Fourth order resonant optical lattice; (b) Sixth order resonant optical lattice 
图 3. (a) 四阶共振光晶格；(b) 六阶共振光晶格 

 
构造多光子共振的过程是通过选择恰当的光束频率来实现的，其中频率差 ∆ω接近于基态 0g 和

1g 之间的能级分裂，且远小于ω 。 
有了 4λ 的空间周期势，其周期是 2λ 的一半，可作为合成锯齿势的二次谐波。继续推广其它高阶

多光子共振晶格，以期获得其它高次谐波。依靠之前的经验，空间周期为 2Nλ 的晶格需要进行 2N 阶的

多光子跃迁。通过将图 3(b)四光子共振构造中频率为 + ∆ω ω的光束替换为 ( )1N+ ∆ −ω ω ，其中 2N ≥ 。

通过图上过程，并且按照该期望的跃迁顺序，才能实现能量守恒。与前面一样，假设 ( )1N∆ −δ ω ，

在这种情况下，期望的跃迁顺序能够占主导。同时为了要达到合理的势深，由式(7)可知基态 0g 与 1g 之

间的能量分裂应相对较小，即双光子拉比频率应该相当，这可以通过使用 0g 与 1g 两个态的超精细结

构中能级分裂实现。同时光束的频率相较与基态到激发态的能级差应该大失谐，其是为了抑制自发辐射，

使得只发生 0g 与 1g 两个态的拉曼跃迁。 
采用半经典的方法定量计算多光子晶格的光位移势。设哈密顿量为 

1 1a ZH a a g g er E= + − ⋅ ω ω                             (11) 
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aω 与 Zω 分别是 a 与 1g 相较于 0g 的能级差的频率。激光的电场为 

( ) ( )( ) ( )0,0 0, 0,cos cos 1 cosE E t kz E N t kz E t kz+ − = + + + ∆ − − + − ∆ −   ω ω ω ω ω         (12) 

且继续假定 ( )1a ZN∆ = − ∆ − = ∆ − ω ω ω δ ω ω 。为了求解含时薛定谔方程，使用了与光场相关

的相互作用绘景。 

( ) ( )
1

i 1 i
,0 0 ,1 1

0
e e

N
n N t t

n n n
n

g g g g a a
−

− ∆ −  − 

=

= + +∑ ω ωψ                      (13) 

在简化的三能系统中，所有的态都可以表示为 0g 、 1g 和 a 三个态的线性组合， ,0ng 、 ,1ng 、 na
分别是三个态的系数(概率幅)，其中 0,1 1,0 0Ng g −= = ， , nn Sg 和 na 都只随时间缓慢变化。由于光束频率相

比拉比频率大失谐，两个基态形成一个叠加的暗态，由此可以绝热的消除激发态 a 。再运用旋波近似由

式(13)可得 

( ) 1 1
1

12 2 * 2 * 2i
0,0 0,0 0, 0,0 0,0 ,1 1,1 ,0 0, 1,

0

i e e
4

ikz kz
N S S

S
g g g g−

+ − − +
=

= Ω + Ω +Ω Ω + Ω Ω
∆

 
 
 

∑            (14) 

对于1 2n N≤ ≤ − ， 

( )

1 1 1 1
1 1

1
* *

, , 0, 0, , , ,
0

1 1
* 2i * 2i

0, 0, 1, , 0, 1,
0 0

ii
1 4

e e

n n n n n n n
n

n n n n n n
n n

n S n z n S S S S S n S
S

kz kz
S S n S S S n S

S S

ng s g g
N

g g
− − + +

− +

′ ′ ′+ +
′ =

−
′ ′ ′ ′− + +

′ ′= =

∆ = − + Ω Ω +






Ω Ω 




− ∆ 

+ Ω Ω + Ω Ω

∑

∑ ∑



ω ω

               (15) 

最后 

( ) 2 2
2

12 2 * 2i
1,1 1,1 0,1 ,1 1,1 0,1 , 2,

0

* 2i
,1 0,0 0,0

ii e
4

e

N N
N

kz
N Z N N S N S

S

kz

g g g g

g

− −
−

− − − − + −
=

−
−

= ∆ − + Ω + Ω + Ω Ω
∆

+Ω









Ω

∑ ω ω
          (16) 

用上述公式，可以得到产生与位置无关的交流斯塔克位移项。例如从 0,0g 到最低阶，我们就能得到

传统的二阶频移， 

( )2 2
,2 0,0 ,0

1
4AC +∆ − Ω + Ω
∆

ω                                  (17) 

这种频移肯定比所有高阶效应都要大，但对于一个准直激光束，只能得到一个绝对的能量位移，这

并不妨碍获得原子在更高阶带的晶格势能。为了推导出空间相关的光位移势，需要使用一种新的相互作

用绘景，其所有的空间常数项都被放在哈密顿量之外。 
这个新的相互作用绘景的基态系数(概率幅) , nn sg 的运动方程用式(14)、(15)、(16)表示的同时省略掉

所有不含 ( )exp 2ikz± 因子的项，我们现在绝热的消除所有中间基态项的系数振幅( , nn sg ，且 1n ≥ )。通过

迭代，能够推导出概率振 0,0g  (只保留位置相关的项目)，它可以写成带有位置依赖的斯塔克位移

0,0 ,2 0,0AC Ng g= ∆ ω  

( )
1

1 2

*1
0, ,i2 *

,2 0,0 ,1
, , 1

1 e c.c.
4

1

n n

N

N
s sNkz

AC N N
s s n

n z
ns
N

−

−

−
+

−
=

 
 
 

Ω Ω
∆ = − Ω Ω +

∆∆ − 
−


 

∑ ∏


ω
ωω

                (18) 
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其中 1 1Ns − = 。这个表达式是绝热极限下得到的多光子晶格的光位移式的最终结果。晶格势的空间周期性

为 2Nλ ，比常规晶格势的空间周期性高 N 倍。周期势场的相位(例如，一个波腹的精确位置)能通过改变

光场的相位来调整，这导致了公式(18)中相应的拉比频率的相移。由于除了 0,0g  (或 0,0g )外所有的基态概

率幅都很小(这可以允许绝热的消去他们)，对 0g 与位置无关的斯塔克位移项则由式(17)给出。 
由式(6)可知，在通过傅里叶合成周期锯齿光晶格时，必须结合无穷多高阶谐波才能得到一个完美的

锯齿光晶格。与图 3(b) N = 3 的单周期方案相比，频率为 ( )1N+ ∆ −ω ω 的光束被一系列频率为ω ，

+ ∆ω ω， 2+ ∆ω ω ，……， ( )max 1N+ ∆ −ω ω 的控制光束所替代，其中每个分量的相位和振幅都被设置

为其在锯齿势展开中相应的权重。再加上额外的频率为 − ∆ω ω的同向传播光束和一个频率为ω 的反向传

播光束，形成了周期势的叠加：两束频率为ω 的光束形成了周期为 2λ 的传统光晶格，这与空间的基频

相对应。此外，频率为 ( )1N+ ∆ −ω ω 且 2N ≥ 的同向传播光束和 − ∆ω ω的同向传播光束一起与频率为ω
的反向传播光束则组成周期性更高的谐波 2Nλ 。控制波束的相位和振幅被调控成以产生相应的谐波所

需的势的总和。这样一个完美的锯齿光晶格就产生了。 
以展开到四阶谐波为例，使用周期为 2λ 的光晶格做基波，使用光晶格空间周期分别为 4λ 、 6λ 、

8λ 的三组光晶格分别做二阶、三阶与四阶谐波即可叠加成一个非对称的锯齿波， 2λ 、 4λ 、 6λ 空间

周期光晶格合成原理前文已讨论。 
8λ 光子共振方案如图 4 所示，依靠三个激光频率实现四阶过程。有一个三能级原子，对其左边施

加频率分别为 3+ ∆ω ω 与 − ∆ω ω的两束光，再加上额外的一个频率为ω 的反向传播光束。由于左右光束

频率不完全一致，不存在驻波效应。基态 0g 原子经历了八阶能量转移，获得了一个 8λ 的空间周期势。 
 

 
Figure 4. Eighth order resonant optical lattice 
图 4. 八阶多光子共振晶格的生成方案 

 
由此，有了 2λ 、 4λ 、 6λ 、 8λ 四个光晶格，并将上述四个光晶格叠加且按式(6)傅里叶展开进

行强度分配，参照图 5 的流程即可产出图 6 形的锯齿形周期光晶格。原则上叠加足够多的空间周期为

2Nλ 阱势，即可得到一个完美的周期锯齿波。其中 FG 倍频函数发生器可以获得所需要的各个与 FGω 相

近的频率；VCO 压控振荡器保持对射光束相位同步；AOM 声光调制器作为控制开关的同时还能 AOM1
和 AOM2 同时等比的放大输出光强，可以对傅里叶合成后的总光强起调控作用。 

正如图 5 所示，使用该理论进行锯齿形光晶格的优点显而易见： 
简洁：只需要六束频率相差极小的激光就可实现四阶锯齿光晶格的叠加。并且对于更高阶更加完美

的锯齿波来说，N 阶锯齿光晶格也只需要 2 + N 束激光即可。 
普适：其对冷原子的种类和具体的工作能级的能级差大小也没有特殊的要求，只需要找到与之合适

的拉曼跃迁的激光频率即可。 
稳定：而且较之前粗糙锯齿光晶格来说其晶格长度保持恒定。 
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Figure 5. Flow diagram of synthetic sawtooth optical lattice 
图 5. 锯齿光晶格理论合成流程图 

 

 
Figure 6. Optical lattice potential 
图 6. 光晶格势 

 

在实验上，可以通过观察冷原子在该光晶格势的远场衍射图样来还原光势，通过对比该理论与实际

生成光势之间的数值差异来验证该方案的准确性和科学性。 

3. 锯齿光晶格外加磁场时冷原子能带结构 

同固体物理类似，超冷原子气依然可以用紧束缚近似看作一个冷原子。冷原子在外加磁场的锯齿形

光晶格中的模型如图 7 所示 
光晶格所产生的锯齿形周期势场在理想模型下(叠加足够多的空间周期为 2Nλ 的光晶格做高次谐波)

为 

( )

( ) ( )

0
L

L L

V
V x x

a
V r a V r

=

+ =
                                    (19) 

其中 0V 是最大势阱深度，a 是光晶格的空间周期，且 0 0V > ， 0a > 为常数。再对其施加沿 z 轴方向的匀

强磁场 

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

x

-4

-2

0

2

4

6

V
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Figure 7. Sawtooth optical lattice with applied magnetic field 
图 7. 外加磁场的锯齿形光晶格 

 
B A= ∇×                                          (20) 

( )0 0A Bx=                                        (21) 

其中 A 为磁矢势(此处已取朗道规范)，B 为磁感应强度。用第一性原理计算，冷原子在该光晶格下的哈密

顿量为 

( )
2 2 01

2 2
x

y
P V

H P eBx x
m m a

= + − +                                (22) 

其中 xP 为冷原子在 x 方向的动量， yP 为冷原子在 y 方向的动量。很明显，哈密顿量 H 中不显含 y，由对

易关系可知 yP 与 H 对易，可以求得与时间无关的薛定谔方程的定态通解应该有如下的形式 

( ) ( )ie yk yx x=ψ ϕ                                        (23) 

在将式(23)带入式(22)整理后，对 ( )xϕ 求解二阶偏微分方程并加以推导可得其在一个光晶格中态矢

量的解析通解为 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

0
2 2 2

0
2 2 2

y

y

x M x W x

A x
M x

k V mx
Be aB e

B x
W x

k V mx
Be aB e

= +

=

− −

=

− −

 

 

ϕ α β

                                 (24) 

( )A x 与 ( )B x 是惠克函数中的惠泰克 M 以及惠泰克 W 函数，因为在求通常的能带关系过程中 E 为

自变量，而 yk 则是式(23)中的自由平面波的波矢，其也是自变量，所以在后续推导中为了便于标记下标，

简略了 ( )M x 与 ( )W x 函数对 yk 以及 E 的依赖。 
有了一个光晶格中的通解，对于周期性势场自然而然的可以运用布洛赫定理推广到整个实空间，求

得其在整个光晶格中的通解。由一般的平移算符理论可知， ( )xψ 沿 y 方向的平移算符 2Ta 依旧与哈密顿

量 H 对易。但是，由于磁矢量势式(21)的存在，x 方向传统的平移算符 1Ta 不再与哈密顿量 H 对易。因此

必须使用磁平移算符 
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( ) ( )
i

1 e
e A r

aT r r a
 ∆ ⋅ 
 = +ψ ψ                                  (25) 

2 1 1 2
exp i da a a a

eT T T T A r = ⋅ 
 ∫




                               (26) 

其中 1 2dA r Ba a⋅ =∫ ，当 ( )1 2Ba a p q= φ 时( h e=φ ，p与 q互质)，有 ( )exp i d exp i2e A r ⋅ = π 
 ∫




，此时
2qaT 、

1aT 对易。且 

nk nk nkH E=ψ ψ                                       (27) 

1
1

ie xk a
a nk nkT =ψ ψ                                      (28) 

2
2

ie yk qa
qa nk nkT =ψ ψ                                     (29) 

因为势场 LV 没有无穷大点， kψ 与其导数 d dk xψ 必然是连续函数，结合布洛赫周期条件得到连续方

程 

( ) ( ) ( ) ( )1i
1 1 e 0 0xk aM a W a M W+ = +  α β α β                         (30) 

( ) ( ) ( ) ( )1i
1 1 e 0 0xk aM a W a M W′ ′ ′ ′+ = +  α β α β                        (31) 

M ′是 M 对 x 的一阶导数 d dM x ，同样的W ′对 x 的一阶导数 d dW x ，解使用线性代数的技巧解上述

连续方程组可以得到 

1 11

2
i

4
e

2
x a ak a r±

− ± −
= =

η η ζµ

µ
                             (32) 

其中 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 10 0 0 0a M w a M W a M a W M a W′ ′ ′ ′= − + −η  

( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0M W M W′ ′= −µ  

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1M a W a M a W a′ ′= −ζ  

由此，便得到了式(32)所呈现的色散关系，容易证明 r+与
*r− 共轭( *r r+ −= )。当 x 方向的晶格波矢 xk 跨

越整个布里渊区，那么两个根是冗余的，我们只需要考虑其中一个，就能运用共轭关系得到另一个。 
将相应的光晶格参数与匀强磁场大小带入到式(32)即可得到对应的能带结构图。本文取 x 方向光晶格

周期为 1 1a = ，y 方向光晶格的周期为 2 2a = π，取磁场大小为 1B = ，取光晶格最大势深为 0 1V = ， 2 2 1m =

很明显此处已满足式(26)磁平移算符的要求( 1 2Ba a = φ )，与求解一般能带结构的运算一样，E 为自变量，

筛选合适的 xk ，即可获得图 8 所示的能带色散关系。 
如图 9 换一个角度观察图 8，还注意到其能带结构在 kx-ky 平面有一个四边形空洞，其受到 ky 的调制，

贯穿了不同能带。如图 10 所示，当磁场逐渐减小为零后，能带结构中的空洞消失。证明了图 9 的空洞是

由朗道能级产生的，其反应了 ky 对 kx-E 色散关系的调制不仅仅只是对其能带进行二次抛物线型的抬高和

降低，还会在 ky 的负半轴的特殊点处使其坍缩为 2xk = ±π 的竖线。 
同时可以观察到图 8 在 kx-E 截面有着特殊的色散关系，单独选取其 E-kx 截面，取 1B = ， 0 1V = 并取

yk = π时的 4 条能带，可以得图 11，该能带结构与广义 Kronig-Penney 模型中发现的谱带相似。已经被

证明，在广义克罗尼格-彭尼势中，电子的贝瑞相在函数上取决于所占据的能带，因此有理由认为图 11
由周期锯齿势外加磁场描述的系统应该存在类似的依赖关系。 
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Figure 8. Energy band diagram 
图 8. 能带结构图 

 

 
Figure 9. Energy band diagram B = 1, V = 1 
图 9. 能带结构图 B = 1，V = 1 
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Figure 10. Diagram of band structure without magnetic field 
图 10. 不含磁场的能带结构图 B = 0，V = 1 

 

 
Figure 11. Band structure diagram of E-kx 
图 11. E-kx截面能带结构图 

 
观察图 11 可以看出第一条能带与第二条能带在 xk ± π出能带出现简并点，而更高的能带之间正在

0xk = 处为简并点。由贝里相理论[10]可知当两个能级 ( )n Rε 与 ( )n R′ε 在 R 的一定值处聚集在一起时，R
就变为奇异点，这个简并点可以对应于参数空间里的一个单极子。 

4. 总结 

本文给出了如何构造周期性锯齿形光晶格的理论方案：通过使用多光子拉曼跃迁构造出傅里叶合成

锯齿形阱势的各个谐波，再对其进行叠加。相较于直接使用傅里叶将不同周期的传统光晶格叠加，其不
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但简洁、稳定拥有良好的可行性，还有着广泛的普适性，对于绝大多数冷原子都能构建起该模型。 
在给出周期性锯齿形光晶格的构造理论后，本文讨论了此理论基础上构建的外加磁场的周期性锯齿

光晶格，并对冷原子在其中的运动进行理论计算，求得了其波函数的解析解，且依靠理论计算分析了其

能带结构。通过对比无磁场情况，发现磁场会在其色散关系图 ky 的负半轴中产生一个空洞，且在 kx-E 截

面出现与广义 Kronig-Penney 模型中发现的谱带相似的能带结构。 
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