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Abstract 
In the super-large-scale integration, the influence of interconnecting wire inductance effect on the 
circuit performance is increasingly obvious as the clock frequency increases, the signal rise time 
decreases and the copper technology is adopted. Both the moment method and high-order basis 
function method are the numerical methods with the advantage of accurate computing result and 
disadvantage of low computing efficiency. Therefore, the paper proposes a analysis formula of the 
dc internal and the formula can improve the computing efficiency. 
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摘  要 

在超大规模集成电路中，随着时钟频率的增加、信号上升时间的缩短以及铜工艺的采用，互连线电感效

应对电路性能的影响越来越突出。矩量法和高阶基函数法均为数值方法，其优点是计算结果准确，但缺
点是计算效率低，为此本文给出了直流内部电感计算的解析式，该公式可快速准确计算直流内部电感值，

提高参数提取效率。 
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1. 引言 

由于趋肤效应的存在，导致互连线上有寄生参数产生，这些寄生参数是随频率变化的。而在数字信

号分析中采用时域分析较为方便，因此需要用与频率无关的电路模型来表示趋肤效应。图 1 为使用与频

率无关的电阻电感组成的电路模型[1] [2]。 
其中， extL 为外部电感， 1, , nL L 为与直流内部电感 inL 有关的电感值，且图 1(b)中 1 intL L= ， 2 1.68 inL L= ，

3 1.94 inL L= 。在以上等效电路模型中均用到了内部电感和外部电感，因此内部电感和外部电感的解析式

是这些电路模型的重要参数。 
导线的内部和外部都有场的存在，因此电感可以分为内部电感和外部电感。内部电感和外部电感的

定义为[3] [4]： 

in
inL

I
Ψ

= ， ext
extL

I
Ψ

=                                 (1) 

其中， ,in extΨ Ψ 分别为导线内部和外部的总磁通量， I 为导体中的电流。 
导线的电感为内部电感和外部电感之和，即： 

in extL L L= +                                      (2) 

在直流情况下，电流均匀分布在导线中，导线的内部外部均有磁场存在，此时的电感为直流电感，

可表示为： 

dc in extL L L= +                                      (3) 

其中， dcL 为直流电感。 
当频率非常高时，由于趋肤效应的影响，电流全部聚集的导线的表面，导线内部没有场的存在，可

以近似的认为此时的内部电感为 0。外部电感是与高频率电感的极限值相对应的，此时可以认为是极限

情况。即： 
 

 
Figure 1. Equivalent circuit for skin-effect 
图 1. 描述趋肤效应的电路模型 
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hf extL L= ， 0inL =                                     (4) 

hfL 为高频时电感值。该式表明外部电感等于高频率时的电感值。 
外部电感的大小取决于导线本身的尺寸，不随频率变化，则内部电感是高频和低频电感值的差值[5] 

[6] [7]： 

in dc hfL L L= −                                     (5) 

使用矩量法计算内部电感值需要大量的计算时间，因此需要提出简单的解析公式，用以应用到电路

模型中。目前内部电感计算解析式有： 

80 5 10
8πinL µ −= = ×                                  (6) 

0.14710 0.3 0.28e
w
t

inL
−−  

= + 
  

                             (7) 

公式(6)为单位长度的圆形截面导线内部电感计算公式[8] [9] [10]，而目前集成电路中互连线均为矩形

截面。公式(7)为矩形导线的内部电感计算公式[11]，但该公式在计算时误差较大。 

2. 直流内部电感的数值计算结果 

为了得到矩形截面导线的内部电感解析式，我们需要通过数值方法，使用公式(5)得到内部电感值。 
使用矩量法，可以得到矩形截面导线的单位长度电感值。直流电感是频率较低时的电感值，将频率

取值为 1 Hz 即可得到直流电感值。图 2 为导线厚度为 0.005 μm 到 1000 μm时，正方形截面导线的直流

电感值。由该图可知直流电感值取决于导线的尺寸，并且随着导线尺寸的增加，直流电感值逐渐减小。 
由前面分析可知，随着频率的升高，内部电感逐渐减小，当内部电感减小到零时，导线的电感值等

于外部电感。内部电感为零时，频率非常高，使得电流全部聚集在导线表面，对于多数导体来说这是一

种极限情况。因此计算外部电感首先要选择频率，图 3 为使用矩量法计算得到的不同尺寸导线电感值随

频率变化曲线，如图所示，随着频率的升高，电感值减小而且逐渐趋于恒定值。当电感达到恒定值，不

再随频率变化时，可以认为这时的内部电感为零，此时导线电感即为外部电感。根据大量的计算结果，

得到外部电感的频率计算公式为： 
 

 
Figure 2. The direct inductance of different line 
图 2. 不同尺寸互连线的直流电感值 
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(a)                                               (b) 

 
(c)                                                 (d) 

Figure 3. The inductance of different line 
图 3. 不同尺寸导线的电感值 

1028075 1028075
2π

b
high bf f ω

= ⋅ = ⋅                            (8) 

其中， bω 为转折角频率。 
选取好最高频率后，可以使用矩量法得到外部电感值，然后利用公式(5)来计算不同尺寸互连线的内

部电感。不同尺寸导线的内部电感值如图 4 所示。当导线的宽长比为 1，即正方形截面导线的内部电感

与导线的尺寸是无关的，不论导线尺寸是多少内部电感值都是 5.55e−8H。而对于任意的矩形截面导线，

内部电感值主要是宽长比的函数，只与宽长比有关。 
图 5 为不同导线内部电感的相对误差，相对误差计算公式为： 

( )0 0error 100 xt t t
in in inL L L= × −                              (9) 

其中， 0 1 2 35 nm, 10 nm, 1 m, 100 mt t  t  t= = = µ = µ 。 
从图中可以看出，当宽长比较小时，不同尺寸导线的内部电感会有所差异，但是这个差异最大不超

过 0.08%。因此我们可以认为不同尺寸导线的内部电感在宽长比相同时内部电感是相同的，即内部电感

计算公式仅以宽长比为变量。 

3. 直流内部电感计算公式 

从内部电感随宽长比变化的图形可以看出，整个变化曲线可以分成两个部分，当宽长比较小时，内 
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Figure 4. The internal inductance of different line 
图 4. 不同尺寸互连线内部电感值 

 

 
Figure 5. The relative error of internal inductance 
图 5. 内部电感的相对误差 

 
部电感减小速度较快，随着宽长比的增加，曲线变化趋于平缓，为此我们使用两个函数的组合来拟合内

部电感值。 
为了描述图形的右侧部分，本文使用有理函数进行拟合： 

1 2 3

1r
inL

a bx cx dx− − −=
+ − +

                           (10) 

其中，
wx
t

= 为宽长比，系数 , , ,a b c d 可以通过最小二乘法得到，其值为： 71.9277 10a = × ， 

58.0288 10b = × ， 41.6278 10c = − × ， 134.8696d = 。 
图 6 为公式(10)计算结果与矩量法结果的误差，从图中可以看出，宽长比较大时，二者拟合较好，而

宽长比小时，公式(10)计算误差较大。因此，对左侧曲线我们需要另外寻找拟合函数。这部分我们使用拉

格朗日法对图 6 所示的误差进行拟合。拉格朗日插值法是根据 n + 1 个点 0 1, , , nx x x ( )0 1 nx x x< < < 的

函数值 ( ) ( ) ( )0 0 1 1, , , n ny x y x y x 推出 n 次多项式 ( )p x ，然后由多项式 ( )p x 求出任意的点 x 对应的函数值

( )y x 的算法。具体计算步骤为： 
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Figure 6. The error between Formula (10) and MOM 
图 6. 公式(10)与矩量法结果的误差 

 

 
Figure 7. The error of the Formula (13) 
图 7. 公式(13)的误差 

 
对于某个多项式函数，已知有给定的 k + 1 个取值点： 

( ) ( )0 0, , , ,k kx y x y  

其中， jx 对应着自变量的位置，而 jy 对应着函数在这个位置的取值。 
假设任意两个不同的 jx 都互不相同，那么应用拉格朗日插值公式所得到的拉格朗日插值多项式为： 

( ) ( )
0

k

j j
j

L x y l x
=

= ∑                               (11) 

其中，每个 ( )jl x 为拉格朗日基本多项式，其表达式为： 

( ) 1 10

0, 0 1 1

k
j ji k

j
i i j j i j j j j j j k

x x x xx x x x x xl x
x x x x x x x x x x

− +

= ≠ − +

− −− − −
= =

− − − − −∏                 (12) 

根据拉格朗日方法我们使用七个采样点，得到内部电感左侧图形的拟合公式为： 
2 3 4 5 6

0 1 2 3 4 5 6
l
inL h h x h x h x h x h x h x= − + − + − +                   (13) 

其中，x w t= ，式中的系数为 10
0 6.1865 10h −= × ， 8

1 3.1043 10h −= − × ， 7
2 4.2646 10h −= × ， 6
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6
4 3.2656 10h −= × ， 6

5 3.2135 10h −= − × ， 6
6 1.2228 10h −= × 。 

图 7 为拟合公式的误差，可以看出该公式的最大误差不超过 0.2%，满足计算精度要求。 

4. 结论 

本文首先根据矩量法结果，使用最小二乘结合拉格朗日方法得到了内部电感解析式，该公式可应用

在模拟趋肤效应的电路模型中，为在时域内进行参数提取提供方便。 
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