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Abstract 
Since the applications in the field of secure communication and so on, the synchronization of frac-
tional-order chaotic system catches many attentions and is researched extensively. In this paper, 
we launch of a series of research on chaotic synchronization by the method of combing theory 
prove and numerical simulations. A robust synchronization scheme of factional-order hyperchao-
tic systems is promoted. Through theory analysis, we get that the synchronization error can be 
forced and kept inside a ball around the origin when the drive system and response system both 
have external noises, and the radius of the ball can be chosen by designing proper controller. 
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摘  要 

本文首先通过理论分析证明的方式获取混沌同步的条件，然后结合具体的混沌系统利用仿真实验对理论

结果进行验证。提出了使两个分数阶超混沌系统获得鲁棒同步的方案，得出在驱动系统和响应系统都存

在不确定的外部干扰的情况下，通过该同步方案可以把同步误差控制在距离原点的一定范围内，通过设

http://www.hanspub.org/journal/ojns
https://doi.org/10.12677/ojns.2018.66059
https://doi.org/10.12677/ojns.2018.66059
http://www.hanspub.org


张永雷 
 

 

DOI: 10.12677/ojns.2018.66059 451 自然科学 
 

计合适的控制器来可以控制同步误差的精度。 
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1. 引言 

1963 年数学家 Lorenz 发表了题为“确定性的非周期流”的文章[1]，刊登在著名的《大气科学杂志》

上。基于对流问题的研究，Lorenz 提出了一个可以描述天气变化情况的常微分方程组，得出了初始值的

极其微小的变化也可以引起天气十分巨大变化的结论。于是著名的“蝴蝶效应”就诞生了：“一只蝴蝶

在巴西轻轻地拍动几下翅膀，有可能在三个月后引起美国得克萨斯州的的一场龙卷风”。由于首次提出

了该理论，Lorenz 被称为“混沌学之父”。 
由于混沌理论在物理学、生物科学、应用数学、保密通讯等领域的应用及潜在的应用价值，使得混

沌的控制与同步的研究成为举世瞩目的热点[2] [3] [4] [5] [6]。1989 年 Huler 首次发表论文提出了混沌控

制的概念及方法[7]，之后，Ott 等人提出了著名的混沌控制的 OGY 方法[8]。1990 年 Pecora 和 Carroll 发
现了混沌同步并首次提出了一种混沌自同步的方案[9]。到目前为止，对于整数阶混沌系统的混沌同步控

制的研究已经取得了大量的研究成果[10]-[15]。 
本文简要介绍了混沌的两种定义，对混沌系统的同步进行了概述并介绍了四种混沌同步方法，对存

在外部干扰的分数阶超混沌系统的鲁棒同步[16]进行了研究，最后给出了全文的结论。 

2. 混沌的定义 

以下从混沌的不同角度给出了两种影响较为广泛的定义。 

2.1. Li-Yorke 的混沌定义 

1975 年发表在美国《数学月刊》的一篇题为“周期 3 蕴含混沌”的论文，第一次提出了“混沌”一

词并给出了其数学表示形式，该混沌定义被称为 Li-Yorke 定义[17]。 
首先，在一个区间 [ ],a b 上，定义一个自身的、连续的、单参数的映射 

[ ] [ ]: , ,F a b a b× →R , ( ) ( ), ,x F xλ λ , x∈R .                       (1) 

它的点映射的表示形式为 

( )1 ,n nx F x λ+ = , [ ],nx a b∈ .                                (2) 

定义 1  对于一个映射 ( ) ( ): , ,F x F xλ λ ， [ ] [ ], ,a b a b× →R ，如果它是连续映射或者点映射，而

且满足下面的两个条件，那么它是混沌的。 
1) 存在一切周期的周期点； 

2) 存在不可数子集 [ ],a b⊂S ，使得 

( ) ( )lim inf , , 0n n

n
F x F yλ λ

→∞
− = , ,x y∈ S , x y≠ ,                      (3) 
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( ) ( )lim sup , , 0n n

n
F x F yλ λ

→∞
− > , ,x y∈ S , x y≠ ,                      (4) 

( ) ( )lim sup , , 0n n

n
F x F pλ λ

→∞
− > ， x∈ S ，p 为周期点。                 (5) 

其中， S 不含周期点。 
上述定义中 ( ) ( )lim inf , , 0n n

n
F x F yλ λ

→∞
− = ， ,x y∈ S ， x y≠ 说明点相当集，但 

( ) ( )lim sup , , 0n n

n
F x F yλ λ

→∞
− > ， ,x y∈ S ， x y≠ 又说明点相当分散； ( ) ( )lim sup , , 0n n

n
F x F pλ λ

→∞
− > ， 

x∈ S ，则说明子集不会趋近于任意点。 
同时，Li-Yorke 提出了具有混沌动力学行为的 Logistic 映射 ( )1 1n n nx x xλ+ = − ， [ ]0,1nx ∈ ， [ ]0,4λ∈ ，

当 3.57λ = 时，Logistic 映射呈现混沌现象。 

2.2. Devaney 的混沌定义 

美国著名数学家 Robert L. Devaney 从拓扑的角度给出了另外一种混沌的定义。 
定义 2  关于度量空间V 的一个连续映射 :f →V V 是混沌的，如果： 
1) f 对初始条件具有敏感依赖性。对任意 x∈V 和 0σ > ，在 x 的领域中存在 y 及自然数 n，使得

( ) ( )( ),n nd f x f y σ> 。 

2) f 是拓扑传递的。对V 上的任意开集 X 和 Y，存在 0k > ，使得 ( )kf X Y ≠ Φ 。 

3) f 的周期点集在V 中稠密。 
在 Devaney 的混沌定义中，对初始条件具有敏感依赖性意味着只要 x 和 y 不完全相等，无论它们相

差多小，在 f 的多次作用后两者之间的距离 d 都会扩大到一定的程度( σ> )对于这样的映射 f，初始值任

意微小的变化都会会使得出的实际结果与理想值产生非常大的差别。第二个条件拓扑传递性则表明任意

一点在 f 的持续作用下将会遍及给定的度量空间V 。第三个条件表示系统具有稠密的混沌运动周期轨道。 

3. 混沌系统同步概述 

1990 年，Ott 和 York 在发表的《混沌控制》一文中提出了混沌控制的参数扰动方法，即 OGY 方法，

将混沌系统的运动成功地镇定在不稳定的周期轨道上。1990 年 Pecora 和 Carroll 提出混沌同步的概念，

并将其成功应用于保密通信。混沌同步从本质上来讲是一种广义的混沌控制，是指使两个混沌系统的运

动轨道逐渐趋于一致并保持稳定。混沌同步的类型主要有：完全同步、投影同步、相同步、延迟同步等。

目前，许多新的混沌同步方法不断地被提出，如脉冲同步法、函数投影同步、鲁棒同步、观测器同步法等。 

3.1. 混沌同步方法 

3.1.1. 鲁棒同步 
假定分数阶超混沌系统的驱动系统为： 

( )d
d

q

qt
=

x F x ,                                      (6) 

其中， nR∈x 为状态变量， ( ) : n nR R→F x 为连续向量函数， 0 1q< < 为系统阶数。 
假设响应系统为： 

( )d
d

q

qt
= +

y G y U ,                                    (7) 

其中， nR∈y 为状态变量， ( ) : n nR R→G y 为连续向量函数， ( )1 2, , , nu u u=U  是我们要设计的控制器，
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( ) ( )2 21 22 2, , , nt d d d=D  为系统(7)的外部干扰， 0 1q< < 为系统参数。 

定义同步误差为 ( ) ( )T T
1 2 1 1 2 2, , , , , ,n n ne e e y x y x y x= = − − −e   ，如果通过设计合适的控制器U ，可以

使同步误差 i ie R< 成立( iR 为我们设定的一个较小的常数)，那么就称驱动系统与响应系统实现了鲁棒同步。 

3.1.2. 脉冲同步 
在脉冲同步中，驱动系统的形式描述如下：   

( ),f t=x x ,                                     (8) 

: n nf R R R+ × → 是连续函数， nR∈x 代表状态变量。 
响应系统的形式如下： 

( )
( ) ( ) ( )

( )0 0

, ,  

,  , 1, 2,
k

k k k k

f t t t

t t t t k

t

+ −

+

 = ≠

∆ = − = = =


=

y y

y y y B e

y y



                         (9) 

kB 是 n n× 阶矩阵， [ ] [ ]T T
1 2 1 1 2 2, , , , , ,n n ne e e y x y x y x= = − − −e   。定义一个不连续的变量集{ }kt ，

满足如下条件： 1 2 1k kt t t t +< < < < < ，当 k →∞时，有 kt →∞。 ( )1,2,kt k =  是驱动系统传递给响应 

系统的非连续变量。响应系统的状态在这些变量处随着同步误差而变化。 
由驱动系统(8)和响应系统(9)可以得到系统的同步误差动力系统 

( ) ( ), , ,  
,  

k

k k

f t f t t t
t t

= − ≠

∆ = =

e y x
e B e



.                              (10) 

由于驱动系统的状态在时间上是连续的， ∆x 在时间变量 kt 处将会是零。 
为了实现响应系统(9)与驱动系统(8)之间的渐进同步，即误差动力系统(10)的渐进稳定，需要找出满

足条件的控制增益矩 kB 阵和脉冲间隔 ( )1  1, 2,k k kt t kτ −= − =  。 

3.1.3. 投影同步 
选取驱动系统与响应系统分别为 

( )=x F x ,                                     (11) 

( )= +y F y U ,                                   (12) 

其中， , n∈x y R ， ( ) ( ), : n nF x F y R R→ ， u为响应系统的控制输入。 

设误差 = −e y xα ，其中， ( )1 2diag , , , nα α α= α 为常数比例矩阵，若 

lim 0
t→∞

− =y xα                                    (13) 

成立，并且 1 2, , , nα α α 不全为1或者-1，则称驱动系统和响应系统实现了投影同步， 
如果 1 2 1nα α α= = = = ，即 

lim 0
t→∞

− =y x ,                                   (14) 

则称驱动系统和响应系统实现了混沌完全同步。 
如果 1 2 1nα α α= = = = − ，即 

lim 0
t→∞

+ =y x ,                                   (15) 

则称驱动系统和响应系统实现了混沌反同步。 

https://doi.org/10.12677/ojns.2018.66059


张永雷   
 

 

DOI: 10.12677/ojns.2018.66059 454 自然科学 
 

3.1.4. 广义同步 
选取驱动系统与响应系统分别为 

( )F=x x ,                                    (16) 

( ),G=y x y ,                                   (17) 

若存在矢量映射 : n n→R Rφ ，使 

( ) ( )( )lim 0
t

t t
→∞

− =y xφ                               (18) 

成立，则驱动系统与响应系统获得了广义同步。 
广义同步是指在驱动系统与响应系统之间建立一个函数关系。当 ( )xφ 等于 [ ]T1 1 2 2, , , n na x a x a x  ( ia

是一个常数， 1,2, ,i n=  )时，广义同步就成为投影同步。 

4. 具有扰动的分数阶超混沌系统的异结构鲁棒同步 

目前，很多同步方法忽略了系统的不确定性因素，但是在实际应用中混沌系统经常会受到一些外部

干扰，这些外部干扰会使一些理论上成立的同步方法在应用中得不到很好的同步效果。在本章中我们同

时考虑了驱动系统和响应系统的外部干扰，基于分数阶稳定性理论提出了鲁棒同步的一种新的方案，设

计了合适的控制器，并通过数值仿真实现了同维数的两个分数阶超混沌系统的鲁棒同步，并进一步用该

同步方案实现了不同维数的分数阶超混沌系统的鲁棒同步。 

4.1. 鲁棒同步方案的设计 

假定驱动系统为： 

( ) ( )1
d
d

q

q t
t

= +
x F x D ,                                (19) 

其中， nR∈x 为状态变量， ( ) : n nR R→F x 为连续向量函数， ( ) ( )1 11 12 1, , , nt d d d=D  为系统(19)的外部干

扰， 0 1q< < 为系统阶数。 

假定响应系统为： 

( ) ( )2
d
d

q

q t
t

= + +
y G y U D ,                              (20) 

其中， nR∈y 为状态变量， ( ) : n nR R→G y 为连续向量函数， ( )1 2, , , nu u u=U  是我们要设计的控制器，

( ) ( )2 21 22 2, , , nt d d d=D  为系统(20)的外部干扰， 0 1q< < 为系统参数。 

定义同步误差为 ( ) ( )T T
1 2 1 1 2 2, , , , , ,n n ne e e y x y x y x= = − − −e   ，那么，通过驱动系统(19)和响应系统 

(20)我们可以得到误差动力系统 

d
d

q

qt
= +

e Ae U C D+ + ,                              (21) 

其中， A为系数矩阵， ( ) ( )= − −C G y F x Ae ， ( ) ( )T T
1 2 21 11 22 12 2 1, , , , , ,n n nd d d d d d d d d= = − − −D   。 

设计控制器 
= −U e Cβ ,                                    (22) 

其中， = − −A + Bβ α ， ( ) ( )( )1 2 1 2diag , , , diag , ,n n, b ,b bα α α= =B α ，其中 B 为 A的对角线元素组成的

对角阵。 
将式(22)代入式(21)可得新的误差动力系统为： 
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( )d
d

q

qt
= − +

e B e Dα + .                                 (23) 

假设外部干扰的范围为 ( ) ( )1,2, 1,2, ,ijd t d i j n< = =  ，那么 

( ) 2jd t d d< = ,                                   (24) 

定义 ( )jd t 与 ( )je t 之间的系数 ( ) ( ) ( )j j jp t d t e t= ，那么可以得到 

=D Pe ,                                      (25) 
其中， ( )1 2diag , , np , p p=P  。 

由式(23)和式(25)可得 

( )d
d

q

qt
= = − + +

e Ee Β P eα ,                              (26) 

我们控制的目标是： 

( )j je t R< ,                                     (27) 

那么，如果 ( )j je t R> ，根据式(24)，(26)，(27)可得 

( )j jp t d R<  ,                                   (28) 

由式(26)和式(28)可知，当满足条件 

i j id R bα > +                                     (29) 

时，就可以得到我们的同步要求。 

4.2. 数值仿真 

4.2.1. 分数阶超混沌系统的鲁棒同步 
选取分数阶超混沌Lorenz系统作为驱动系统，在系统中添加外部干扰 ( ) ( )1 11 12 13 14, , ,t d d d d=D 得到系

统的表示形式如下： 

( )1
2 1 4 11

2
1 2 1 3 12

3
1 2 3 13

4
2 3 4 14

d
d
d
d

d
d
d
d

x a x x x d
t
x cx x x x d

t
x

x x bx d
t
x x x rx d

t

α

α

α

α

α

α

α

α


= − + +


 = − − +

 = − +

 = − + +


,                              (30) 

选取Gao等人提出的分数阶超混沌Chen系统作为响应系统，在系统中加外部干扰 
( ) ( )2 21 22 23 24, , ,t d d d d=D 得到系统的表示形式如下： 

( )1
2 1 1 21

2
1 2 1 3 4 2 22

3
1 2 3 3 23

4
1 4 24

d
d
d
d

d
d

d
d

y l y y u d
t
y my ny y y y u d

t
y y y py u d

t
y y g u d

t

α

α

α

α

α

α

α

α


= − + +




= + − − + +

 = − + +

 = + + +

,                         (31) 
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可得误差动力学方程为： 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

1
1 2 4 1 2 4 1 1

2
3 1 2 1 3 1 2 4 2 2

3
2 1 1 2 3 3 3 3

4
4 1 4 2 3 4 4

d
d
d 1
d
d
d
d
d

e ae ae e l a y l a y y u d
t
e c x e e y e m c y n y y u d

t
e x e y e be b p y u d

t
e re y ry x x g u d

t

α

α

α

α

α

α

α

α


= − + + − − + − − + +




= − − − + − + + − + +

 = + − + − + +

 = + − + + + +

,              (32) 

这里我们构造控制器： 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

1 1 1 2 4 1 2 4

2 2 2 3 1 1 3 1 2 4

3 3 3 2 1 1 2 3

4 4 4 1 4 2 3

1

u e ae e l a y l a y y

u e c x e y e m c y n y y

u e x e y e b p y
u e y ry x x g

α

α

α
α

= − − − + − − − +


= − + − + + + − + − + +


= − − − − −
 = − − + − −

,                (33) 

将式(33)代入式(32)中，可得误差动力学方程为： 

( )

( )

( )

( )

1
1 1 1

2
2 2 2

3
3 3 3

4
4 4 4

d
d
d 1
d
d
d
d
d

e a e d
t
e e d

t
e b e d

t
e r e d

t

α

α

α

α

α

α

α

α

α

α

α

α


= − − +




= − − +

 = − − +

 = − + +

.                                (34) 

假设驱动系统与响应系统的的外部干扰为分别为 ( ) ( )1 sinj id t x= ， ( ) ( )2 sinj id t y= 。那么外部干扰的

范围为 ( ) 2ijd t < ， ( )1,2, 1,2,3,4i j= = 。所以， ( ) 4jd d t= < 。 

由式(34)和式(26)可得误差动力系统的系统矩阵 

( )
( )

( )
( )

1 1

2 2

3 3

4 4

0 0 0
0 1 0 0
0 0 0
0 0 0

a p t
p t

b p t
r p t

α
α

α
α

− − + 
 − − + =  − − +
 

− + +  

E ,           (35) 

由式(29)与式(35)可得 

1 1

2 2

3 3

4 4

1

d R a

d R

d R b

d R r

α

α

α

α

 > −


> −


> −
 > +









.                                   (36) 

驱动系统与响应系统的阶数都取 0.98α = ，取 0.05iR = ，那么由式(36)可得 

1 2 3 470, 79, 231/ 3 77.3, 81α α α α> > > ≈ > ，这里，我们选取 1 2 3 475, 80, 78, 82α α α α= = = = 。当选取状态

变量初值为状态变量的初值为 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1 2 3 40 , 0 , 0 , 0 2,1,3,4x x x x = ， 
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( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1 2 3 40 , 0 , 0 , 0 3,4,2,1y y y y = ，此时分数阶超混沌系统(30)和(31)将获得鲁棒同步。同步结果如图

1所示。 
 

 
Figure 1. Robust synchronization errors of system (30) and sys-
tem (31) when 0.05iR =  
图 1. 0.05iR = 时系统(30)和(31)的鲁棒同步误差图 

 
取 0.01iR = ，那么由式(36)可知当选取 1 2 3 4 400α α α α= = = = 时符合鲁棒同步的条件。当选取状态变

量初值为状态变量的初值为 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1 2 3 40 , 0 , 0 , 0 2,1,3,4x x x x = ， ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1 2 3 40 , 0 , 0 , 0 3, 4,2,1y y y y = ，

此时分数阶超混沌系统(30)和(31)获得鲁棒同步。同步结果如图2所示。 
 

 
Figure 2. Robust synchronization errors of system (30) and sys-
tem (31) when 0.01iR =  
图 2. 0.01iR = 时系统(30)和(31)的鲁棒同步误差图 

5. 结论 

本章重点研究了分数阶超混沌系统的一种新的干扰鲁棒同步方法，根据分数阶稳定性理论分析了鲁
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棒同步的充分条件，通过设计合适的控制器实现了两个存在外部干扰的异结构的分数阶超混沌系统的鲁

棒同步，同步误差被控制在原点附近一个半径可控的小的球形区域内，通过改变控制器中参数的设置，

可以控制球形区域半径的大小，以获得不同的同步精度。理论分析证明该鲁棒同步方法可广泛适用于分

数阶超混沌系统。数值仿真结果进一步证明了该方法可以实现较高精度的鲁棒同步。 
由于分数阶超混沌系统更接近于工程实际，而且具有更加复杂的混沌特性，所以成为研究的热点。

相对于整数阶混沌系统，关于分数阶超混沌系统的研究还不够成熟，需要广大学者做进一步深入的研究。 
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