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摘  要 

在半群理论中，正则元素的逆是非常重要的，尤其受到学者的重视。因此刻画各种群的正则元素的逆是

非常重要的。路的补图是纯整的，因此也是正则的。在本篇文章中，我们详细刻画路的补图的自同态的

弱逆，并且得到了这些弱逆的个数。 
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Abstract 
In semigroup theory, the inverse of regular elements is very important, and has been paid more 
attention by scholars. Therefore, it is very important to characterize various inverses of a regular 
element of a group. The complement graph of path is orthodox, then is regular. In this paper, we 
give an explicitly characterization of pseudo-inverses of an endomorphism of the complement 
graph of a path. The number of these pseudo-inverses is also obtained. 
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1. 引言 

作为图的最重要的半群之一，图的自同态幺半群尤其受到研究人员和学者的重视，投入了大量的精

力去研究。从[1]-[16]可知，对其研究的目的是建立半群代数理论和图论之间的联系，尤其是利用图的自

同态幺半群的代数性质研究图的组合性质并对图进行分类。 
我们知道，在半群理论中，正则元素的逆是非常重要的，尤其受到学者的重视。文献[17]探讨了图的

正则自同态的逆。[16]给出了图的强自同态的各种各样的逆。[1]证明了路的补图是纯整的。因此路的补

图上的自同态都存在弱逆。 
在本篇文章中，我们将路的补图的自同态分为四类，详细刻画了各类自同态的弱逆，并且这些弱逆

的个数也得到了。 
本文只讨论有限的无向的没有环和重边的图。设 G 是一个图。图 G 的点集合(边集合)定义为。设 

( ) ( )1
0 03 4fg jj −+ ∈ + 。如果 1x 和 2x 是相邻的，则写作{ } ( )1 2,x x E G∈ 。对于图 H，如果 ( ) ( )V H V G⊆ 并

且 ( ) ( )E H E G⊆ ，那么 H 叫做图 G 的一个子图。进而，H 称为 G 的一个诱导子图，如果对任意的 
( ),a b V H∈ ，{ } ( ),a b E H∈ 的充要条件是{ } ( ),a b E G∈ 。 

设 f 是从 ( )V G 到 ( )V H 的映射。对于任意的 ( ),a b V G∈ ，如果由{ } ( ),a b E G∈ 可以得出 
( ) ( ){ } ( ),f a f b E H∈ ，那么 f 称为从 G 到 H 的自同态。我们把自同态 f 称为从 G 到 H 的同构，如果 f

是双射且 1f − 也是自同态。我们用 ( )End G 表示图 G 上的所有自同态组成的集合。设 ( )f End G∈ ， 
( )a V G∈ ， ( ) ( )V C V G⊆ 。 
我们定义 ( ) ( ) ( ){ }1 |f a x V G f x a− = ∈ = ， ( ) ( ){ }1 1 |f C f x x C− −= ∈ 。图 K 称为完全图，如果任意

的 ( ),a b V K∈ ，都有{ } ( ),a b E K∈ 。用 nK 定义有且只有 n 个点的完全图。用 nP 定义有且只有 n 个点的

路。我们称G 为图 G 的补图，如果 ( ) ( )V G GV= ，并且对于任意的 ( ),a b V G∈ ，{ } ( ),a b E G∈ 的充要条

件是{ } ( ),a b E G∉ 。 
用 fI 定义自同态 f的自同态像。 ( )V G 上的由 f诱导的等价关系 fρ 定义为：对于 ( ),a b V G∈ ，( ), fa b ρ∈

的充要条件是 ( ) ( )f a f b= 。设 S 是一个半群。对于 a S∈ ，如果存在元素 x S∈ 使得axa a= ，那么称 a
是正则的，元素 x 称为元素 a 的一个弱逆。如果半群 S 中的所有元素都是正则的，那么 S 称为是正则的。

设 ( )nf End P∈ 。用 ( )PI f 表示 f 的所有弱逆组成的集合，即 ( ) ( ){ }|nPI f g End P fgf f= ∈ = 。可知路的

补图的 ( )PI f 是非空的。 
我们用数字1,2, , n 对补图 nP 的点以逆时针的方式编号，见图 1。可知，对于任意的 { }, 1, 2, ,i j n∈  ，

{ } ( ), ni j E P∈ 的充要条件是 2 1i j n≤ − ≤ − 。 
 

 
Figure 1. Graph 5P  and 6P  

图 1. 图 5P 和 6P  
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对于本文没有列出的概念和术语，请读者参阅文献[10] [13] [14]。下面的结论将在本文中使用。 
设 { }, 1, ,fS i i j= +  。 
引理 1.1 ([1]) ( )2 1mf End P +∈ 。那么 
1) ( )( )f fS f S 是非空的，并且形成 ( )2 1mV P + 的一个区间。在这种情况下，在 ( )2 1mf P + 中出现的偶数

是 ( )2 1mV P + 中连续的偶数。 
2) 设 i(j)是 fS 中的最小值(最大值)。那么 i 和 j 是奇数。在这种情况下，在 ( )2 1mV P + 上由 fρ 诱导的

分划是{ } { } { } { } { } { } { }1,2 , , 2, 1 , , 1 , , , 1, 2 , , 2 , 2 1i i i i j j j m m− − + + + +   。 
3) 设 0i  ( 0j )是 fS 上的最小值(最大值)。那么 0i 和 0j 都是奇数。在这种情况下， 

( ) { }0 0 0 0 01,3, , 2, , 1, , , 2, , 2 1f i i i j jV I m= − + + +   。 

引理 1.2 ([1]) 1) ( )2mP mω = 。 2mP 阶数为 m 的团的形式为 ( ) ( )1,3, , 2 1,2 1 ,2 2 , , 2k k k m− + +  ，

其中 0 k m≤ ≤  ( 0k = 表示团为 2,4, , 2m ， k m= 表示团为 1,3, , 2 1m − )。 
2) 在 ( ) ( )2mV P V K 中的任何两个相邻点不可能同时都与 K 中的 1m − 个点相邻，K 是 2mP 上的任意

的阶数为 m 的团。 
引理 1.3 ([1]) 设 ( )2mf End P∈ 。 
1) 如果 fS 是非空的，i(j)是 fS 中的最小值(最大值)。那么 i 是奇数，j 是偶数。如果是这种情况，在

( )2mV P 上由 fρ 诱导的分划是 

{ } { } { } { } { } { } { }1,2 , , 1, 2 , , 1 , , , 1, 2 , , 2 1,2i i i i j j j m m− − + + + −   。 

2) 设 0i  ( 0j )是 ( )ff S 上的最小值(最大值)。那么 0i 是奇数， 0j 是偶数。进而， 

( ) { }0 0 0 0 01,3, , 2, , 1, , , 2, , 2f i i i j mI jV = − + +   。 
3)如果 fS 是空集，那么在 ( )2mV P 上由 fρ 诱导的分划是{ } { } { }1,2 , 3,4 , , 2 1,2m m− ，并且 fI 是阶数

为 m 的团。 

2. 主要结论 

对于 nP ，当 ( )2 1 1n m m= + ≥ 时，根据引理 1.1，当 

1 1 2 2 0 0 0 0 2 2 2 1 2 1

1 2 2 1 1 1 1 2 2 2 1
1 1i i j j m m

i i i i j j j j m m
f

i i i i i i j j j j j j− − + + + +

− − + − + + + 
=  + − 

  

  

时，此时 

0 0i j<  ( 0 0i j> 类似)。可知存在正整数 0 0
10

2
m im − ≤ ≤ 

 
和 0 0

2 10
2

m jn n + − ≤ ≤ 
 

使得： 2 0 2ii i− = − ， 

4 0 4ii i− = − ，，
02 0 02i mi i m− = − ，然而

02 2 0 02 2i mi i m− − ≠ − − ； 2 0 2jj j+ = + ， 4 0 4jj j+ = + ，， 

02 0 02j nj j n+ = + ，但是
02 2 0 02 2j nj j n+ + = + + 。则有以下结论： 

定理 2.1. 设 ( )2 1mf End P +∈ ，并且 1fS > 。那么 
1) ( )g PI f∈ 的充要条件是 

( )

( )
( )
( )
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( )
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1
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1
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1
1 0
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这里 s 分别取值 00,1, , m ，t 分别取值 00,1, , n 。 
2) ( ) ( ) ( )0 01 1PI f m n+ ⋅ += 。 
证明：充分性。经验证可得 ( )2 1mg End P +∈ ，并且对于任意的 ( )2 1mx V P +∈ ，都有 ( ) ( )fgf x f x= 。 
必要性。设 ( )g PI f∈ 。可知 g 是补图 2 1mP + 上的自同态，并且对于任意的 ( )2 1mx V P +∈ ，都有 

( ) ( )fgf x f x= 。由 fI 的定义可知，对于任意的 ( )fx V I∈ ，存在 ( )2 1my V P +∈ 使得 ( )f y x= 。由引理 1.1，
可知 f在 fS 上的限制是从 fS 到 ( )ff S 的同构。因此，对于任意的 { }0 0 0, 1, ,x i i j+∈  ，都有 ( ) ( )1g x f x−= 。

又，当 1x S∈ 时， ( ) ( )1
1g f Sx x−=  。从而可得，对于任意的 ( )fx V I∈ ，都有 ( ) ( ) ( )1

fg x f x V I−=  。 
如果 ( ) ( )2 1m fx V P V I+∈  ，那么由引理 1.1，可得 ( ) ( ) { }2 1 0 02, 4, , 1, 1, , 2m fV P V I i j m+ = − +  。又，

对于任意的 ( )2 1mx V P +∈ ，都有 ( ) ( )2 1mg x V P +∈ 。所以，对于任意的 ( )2 1mx V P +∈ ，都有 ( ) ( )ffg x V I∈ 。

因为 ( ) ( )fgf x f x= ，可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 , 3 , , 2 , , , , 2 , , 2 1fV fgf fgf fgf i fgf i fgf j fgf j g mI f f= − + +   。 

又由补图 2 1mP + 的定义可知， 11, 1x x S− + ∈ ，从而 ( )1, 1 fx x V I− + ∈ ，并且 x 与 ( ) { }1, 1f xV xI = − + 中

的每一点都是相邻的。所以，由自同态的定义可以知道， ( ) ( )1 1fg x fg x x= − = − 或者 

( ) ( )1 1fg x fg x x= + = + 。 
讨论 0 1x i= − 。可知 ( )01 fx i f S+ = ∈ ， ( ) ( ) ( )0 02 1 1 ffg x fg i i f S+ = + = + ∈ 。已知 

{ } ( )2 1, 2 mx x E P ++ ∈ ，因此 ( ) ( ){ } ( )2 1, 2 mfg x fg x E P ++ ∈ 。如果 ( ) ( )1 1fg x fg x x= + = + ，那么 

( ) ( ){ } { } ( )0 0 2 1, 2 , 1 mfg x fg x i i E P ++ = + ∉ ，矛盾。所以， ( ) ( )0 0 01 2 2fg i fg i i− = − = − 。从而， 

( ) ( )1
0 01 2g i f i−− ∈ − 。如果 ( ) ( ) ( )1

0 0 0 11 2 2g i g i f i S−− = − = −  ，那么由引理 1.1 可得， 

( ) ( ) ( )1
0 0 0 13 4 4g i Sg i f i−− = − = −  ，， ( ) ( ) ( )1

11 12g g f S−= =  。 

如果 ( ) ( )1
0 0 11 2g Si f i−− = −  ，即 [ ] [ ]0 02 1 1

f f
ii

ρ ρ
− = − = 。在这种情况下，可得 0 01, 2 gi i S− − ∈ 。 

同理可知， ( ) ( )1
0 03 4fg ii −− ∈ − 。如果 ( ) ( ) ( )1

0 0 0 13 4 4 Sg i g i f i−− = − = −  ，可得 

( ) ( ) ( )1
0 0 0 15 6 6g i g i f i S−− = − = −  ，， ( ) ( ) ( )1

11 2 1g g f S−= =  。如果 ( ) ( )1
0 0 13 4g i f i S−− = −  ，可

得 0 03, 4 gi Si − − ∈ 。因此， ( ) ( )1
0 05 6fg ii −− ∈ − ……依次按上述方法讨论。当 0 0 0 0 02 , 2 1, , gi m i m i S− − + ∈

时，可得 ( ) ( )1
0 0 0 02 1 2 2m f mg ii −− − ∈ − − 。如果 ( ) ( )1

0 0 0 0 12 1 2 2g i m f i m S−− − = − −  时，可得 

0 0 0 02 1, 2 2 gi m i m S− − − − ∈ ，即
02 2 0 02 2i mi i m− − = − − ，矛盾。所以， 

( ) ( ) ( )1
0 0 0 0 0 0 12 2 2 1 2 2m g i m f Sg mi i−− − = − − = − −  ，进而 

( ) ( ) ( )1
0 0 0 0 0 0 12 3 2 4 2 4g i m g i m f i m S−− − = − − = − −  ，， ( ) ( ) ( )1

11 12g g f S−= =  。 
同理，我们可以证明 ( ) ( )1

0 01 2fg jj −+ ∈ + 。如果 ( ) ( ) ( )1
0 0 0 11 2 2g j f j Sg j −+ = + = +  ，那么 

( ) ( ) ( )1
0 0 0 13 4 4g j f j Sg j −+ = + = +  ，， ( ) ( ) ( )1

12 2 21 1g m g m f m S−= += +  。如果 

( ) ( )1
0 0 11 2g Sj f j−+ = +  ，则 0 01, 2 gj j S+ + ∈ 。从而 ( ) ( )1

0 03 4fg j j−+ ∈ + 。……依次下去，当 

0 0 0 0 0 01, 2, , 2 1, 2 gj j j n j n S+ + + − + ∈ ，则有 ( ) ( )1
0 0 0 02 1 2 2n f ng jj −+ + ∈ + + 。如果 

( ) ( )1
0 0 0 0 12 1 2 2g n f j n Sj −+ + = + +  ，则 0 0 0 02 1, 2 2 gj n j n S+ + + + ∈ 。即

02 2 0 02 2j nj j n+ + = + + ，矛盾。

所以 ( ) ( ) ( )1
0 0 0 0 0 0 12 2 2 1 2 2g j n g j n f j n S−+ + = + + = + +  ， 

( ) ( ) ( )1
0 0 0 0 0 0 12 3 2 4 2 4g j n g j n f j n S−+ + = + + = + +  ，， ( ) ( ) ( )1

12 2 21 1g m g m f m S−= += +  。 
综上， gS 的形式为{ }0 0 0 0 0, 1, , , 1, , 1, , 1, ,s s i i j j j t+ + − +   ， 0 00,1, , ; 0,1, ,s m t n= =  可知 gS 共有 

( ) ( )0 01 1m n+ ⋅ + 种，因此 ( ) ( ) ( )0 01 1PI f m n+ ⋅ += 。证毕。 
定理 2.2. 设 ( )2 1mf End P +∈ 并且 { } ( ) 0,f i fS i i= = 。那么 
1) ( )g PI f∈ 的充要条件是 
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( )

( )
( )
( )
( )
( )

1
1

1
1 0

1
1 0 0 0

1
1 0 0 0

1
1 0 0

, 1,3, , 2 1,
1 , 2,4, , 2 1,
1 , 2 1, 2 3, , 1,
1 , 1, 3, , 2 1,
1 , 2 1, 2 3, , 2 .

f x S x m
f x S x i s

g x f x S x i s i s i
f x S x i i i t
f x S x i t i t m

−

−

−

−

−

 = +


− = − −= − = − + − + −
 + = + + + −
 + = + + + +

 

 





 




 

s取值 00,1, , m ；t取值 00,1, , n 。或者 

( )

( )
( )
( )
( )

1
1

1
1

1
1

1
1

,
1 , 1,

1,3, , 2 1,
2,4, , 2

2
1, 3, , 2 .

1 , 1, 2 3, , 1,
1 ,

r

r r

f x S x m
f S x r s

g x
f x r s
f S x r r m

x
x S r s r
x

−

−

−

−

 = +


= −= 
= −

 = + +

− −
− + − + −
+

 

 

 


 

其中r取值 01,3, , 2i − ， rs 取值 0,1, , rm 。或者 

( )

( )
( )
( )
( )

1
1

1
1

1
1

1
1

S 1,3, , 2 1,
2,4, , 1,

1, 3, , ' 2
2

,
1 ,
1 , 1,
1 , 1, 2 3, , 2 .

r

r r

f x x m
f S x

g x
f x r t

x r
x S r r
x r r t mf S x t

−

−

−
′

−
′ ′

 = +


= −= 
= + + +

 = +

′−
′ ′+ −
′+ + ′+ +

 

 

 


 

这里 r′取值 0 2, , 2 1i m+ + ； rt ′ 取值 0,1, , rn ′ 。 

2) ( ) ( ) ( ) ( )
{ }

( )
{ }0 0 0

0 0
1,3, , 2 2, 4, ,2 1

1 1 1 1r r
r i r i i m

n m nPI f m ′
′∈ − ∈ + + +

+ ⋅ + + + += +∑ ∑
 

。 

证明：充分性。验证可知 ( )2 1mg End P +∈ ，并且对于任意的 ( )2 1mx V P +∈ 都有 ( ) ( )fgf x f x= 。 
必要性。设 ( )g PI f∈ 。又 ( ) { }0 0 01,3, , 2, , 2, , 2 1fV I i i i m= − + +  ，所以对任意的 { }1,3, , 2 1x m∈ + ，

存在 ( )2 1my V P +∈ 使得 ( )f y x= ，即 ( ) ( )( ) ( )fg x fg f y f y x= = = 。又 ( )1 1g S S= ，所以对于任意的 1x S∈ ，

都有 ( ) ( )1
1g x f Sx−=  。 

又 ( ) ( ) { }2 1 0 0 02, 4, , 2, , 2, , 2m fP V I i i i mV + = − +  。设 ( ) ( )2 1m fV P Vx I+∈  ，可得 ( ) ( )2 1mg x PV +∈ 。

进而 ( ) ( ) { }0 0 01,3, , 2, , 2, , 2 1fV I i if ig mx ∈ = − + +  。而 ( )0g i i= 。因为 ( ) ( )fgf x f x= ，可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 , 3 , , 2 , , 2 , , 2 1fV I fgf fgf fgf i fgf i fgf i fgf m= − + +  。又 ( )1, 1 fx x V I− + ∈ 。由补图

2 1mP + 的定义可知，x 与 ( ) { }1, 1fV I x x− + 中的每一点都是相邻的。因为 fg 是 2 1mP + 上的自同态，所以

( )fg x 与 ( )( ) ( ) ( ){ }1 , 1ffg V I fg x fg x− + 中的每一点都是相邻的。因此， ( ) ( )1 1fg x fg x x= − = − 或者

( ) ( )1 1fg x fg x x= + = + 。 

当 0 gi S∈ 时，存在正整数 0 0
10

2
m im − ≤ ≤ 

 
和 0 0

2 10
2

m jn n 
 


−
≤ ≤



+
使得 ( )02f i m− ， 

( ) ( ) ( ) ( )0 0 02 , , , , 2 2 , 22f i m f i f i n f i n− + − ++   是连续奇数，但是 ( )02 2f i m− − 和 ( )02f i m− 不是连

续奇数， ( )02f i n+ 和 ( )02 2f i n+ + 也不是连续奇数。 
如果 0 0, 2g gS i Si ∉ − ∈ 时，可知 ( ) ( )0 01i ig g i− = = ， ( ) ( ) ( )1

0 0 0 121 2g g i f i Si −= = ++ +  ，， 

( ) ( ) ( )1
12 2 1 2 1g fg m m m S−+ = +=  。存在正整数

0 0
0

2 2
3

0
2i i

i
mm − −

− ≤ ≤ 
 

使得 

( ) ( ) ( )
0 00 2 0 2 02 2 , 2 , , 2i ig i m g i m g i− −− − − − 是连续奇数，但是 ( ) ( )0 00 2 0 24 2 , 2 2i ig i m g i m− −− − − − 不是连续

奇数。同理，当 0 02 , 4g gi S i S− ∉ − ∈ 时，……依次下去，当 ,3 1g gS S∉ ∈ 时， { } 11 , 0gS m= = 。 

如果 0 0, 2g gi S i S∉ + ∈ ，存在正整数
0 0

0
2 2

2 1
0

2i i
m i

nn + +

− − ≤ ≤ 
 

使得 ( ) ( )00 0 22 , , 2 2 ig i g i n ++ + + 是连 
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续奇数，但是 ( ) ( )0 00 2 0 22 2 , 4 2i ig i n g i n+ ++ + + + ，不是连续奇数。同理，依次下去。……当 
2 1 ,2 1g gm S m S− ∉ + ∈ 时， { } 2 12 1 , 0g mnS m += + = 。 

综上所述，与定理 1 的证明类似，我们可以得出自同态 f 的弱拟 g。并且 

( ) ( ) ( ) ( )
{ }

( )
{ }0 0 0

0 0
1,3, , 2 2, 4, ,2 1

1 1 1 1r r
r i r i i m

n m nPI f m ′
′∈ − ∈ + + +

+ ⋅ + + + += +∑ ∑
 

。 

证毕。 

设 ( )2mf End P∈ ，
1 1 0 0 2 2

1 2 1 2

j m

i j j m
i i i

f
j i i+

+ 
 
 

=
  

  

， { }, 1, ,f i iS j= +  ， 

( ) { }0 0 0, 1, ,ff S i i j= +  。不妨设 0 0i j<  ( 0 0i j> 类似)。设 { }1,3, , 2, , 1, , , 2, , 2i iS i j j m− + +=    。 

则存在正整数 0 0
10

2
im m − ≤ ≤ 

 
和 0 0

20
2

m jn n − ≤ ≤ 
 

使得 2 0 2ii i− = − ，，
02 0 02i mi i m− = − ， 

02 2 0 02 2i mi i m− − ≠ − − ； 2 0 2ji j+ = + ，，
02 0 02j ni j n+ = + ，

02 2 0 02 2j ni j n+ + ≠ + + 。 

定理 2.3. 设 ( )2 , 1m ff End P S∈ > 。则 
1) ( )g PI f∈ 的充要条件是 

( )

( )
( )
( )
( )
( )

1
0 0

1
0

1
0 0 0

1
0 0 0

1
0 0

, 1,3, , , , , , 2 ,
1 , 2, 4, , 2 1,
1 , 2 1, 2 3, , 1,
1 , 1, 3, , 2 1,
1 S, 2 1, 2 3, , 2 .

f x S x i j m
f x S x i s

g x f x S x i s i s i
f x S x j j j t
f x x j t j t m

−

−

−

−

−

 =


− = − −= − = − + − + −
 + = + + + −
 + = + + + +

   

 





 




 

s取值 00,1, , m ，t取值 00,1, , n 。 
2) ( ) ( ) ( )0 01 1PI f m n+ ⋅ += 。 
证明：充分性。验证可知 ( )2mg End P∈ ，并且对于任意的 ( )2mx V P∈ ， ( ) ( )fgf x f x= 。 
必要性。设 ( )g PI f∈ 。则 ( )2mg End P∈ ，且对于任意的 ( )fx V I∈ ，都有 ( ) ( )1g x f x−∈ 。由定理 1.3

可知，对于 ( )fx f S∈ ， ( ) ( )1g x f x−= 。又，对于 ( ) ( )( )f fx V I V f S∈  ， ( )1 2f x− = 。由引理 1.3 可

知， ( ) { }0 0 0, 1, ,f gf S i i j S= + ⊆ 。因此 ( ) ( ){ } ( )1 1
0 01,3, , 2, 2, , 2 gf i f j m V I− −− + ⊆  。如果 

( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 1
0 0 0 01,3, , 2, 2, , 2 1 , 3 , , 2 , 2 , , 2f i f j m g g g i g j g m− −− + ≠ − +    ，那么 

( ) ( ) ( ) ( ){ }0 01 , 3 , , 2 ,g g g i g i− 或者 ( ) ( ) ( ){ }0 0, 2 , , 2g j g j g m+  不是团，矛盾。所以，对于任意的 

( ) ( )( )f fx V I V f S∈  ， ( ) ( )1g x f x S−=  。 
又 ( ) ( ) { }2 0 0 02, 4, , 1, 1, 3, , 2 1m fV P V I i j j m= − + + −  。对任意 ( ) ( )2m fx V P V I∈  可知 

( )1, 1 fx x V I+ − ∈ ，所以 ( ) ( )1 1fg x fg x x= − = − 或者 ( ) ( )1 1fg x fg x x= + = + 。 
当 ( )0 1 fx i V I= − ∉ ，可知 ( ) ( ) ( )0 02 1 1 ffg x fg i i f S+ = + = + ∈ 。由补图 2mP 的定义可知， 

{ } ( )2, 2 mx x E P+ ∈ ，因此 ( ) ( ){ } ( )2, 2 mf x f x E P+ ∈ 。如果 ( ) ( )0 0 01fg i fg i i− = = ，那么 
( ) ( ){ } { } ( )0 0 0 0 21 , , 11 mfg i fg Eii i P− = + ∈+ ，矛盾。所以， ( ) ( )0 0 02 21fg i fg i i−− = = − ，即 

( ) ( )1
0 0 21g i f i−∈ −− 。 
如果 ( ) ( ) ( )1

0 0 021 2g i g i f i S−− = − = −  ，那么 ( ) ( ) ( )1
0 0 043 4g i g i f i S−− = − = −  ，， 

( ) ( ) ( )11 2 1g g f S−= =  。如果 ( ) ( )1
0 01 2g i f i S−− = −  ，那么由引理 1.3，可得 0 01, 2 gi i S− − ∈ ，从而 

( ) ( )1
0 03 4fg ii −− ∈ − 。同理，依次下去……如果 0 0 0 0 02 , 2 1, , 1 gi m i m i S− − + − ∈ ，那么 

( ) ( )1
0 0 0 02 21 2g i m f i m−∈ −− −− 。如果 ( ) ( )1

0 0 0 012 22g i m f i m S− −− = −−  ，可知 

0 0 0 012 2, 2 gi m i m S− − ∈− − 。即 ( )0 0 0 22 2 2f i m i m− = −− − ，矛盾。所以， 

https://doi.org/10.12677/ojns.2022.106130


张廷杰 
 

 

DOI: 10.12677/ojns.2022.106130 1173 自然科学 
 

( ) ( ) ( )1
0 0 0 0 02 2 2 2 2 2g i m g i m i mf S−− − −=− −− =  。进而， 

( ) ( ) ( )1
0 0 0 0 02 4 2 3 2 4g i m g i m i mf S−− − −=− −− =  ，， ( ) ( ) ( )11 2 1g g f S−= =  。 

同理，可知 ( ) ( )1
0 01 2fg jj −+ ∈ + 。如果 ( ) ( ) ( )1

0 0 01 2 2j j Sg j g f −+ = + = +  ，那么 

( ) ( ) ( )1
0 0 03 4 4j j Sg j g f −+ = + = +  ，， ( ) ( ) ( )12 2 1 2g m g m f m S−= − =  。如果 

( ) ( )1
0 01 2 Sg j f j−+ = +  ，那么 0 01, 2 gj j S+ + ∈ 。进而 ( ) ( )1

0 03 4fg jj −+ ∈ + 。同理，依次下去……如

果 0 0 0 0 0 01, 2, , 2 1, 2 gj j n j n Sj + + + − + ∈ ，那么 ( ) ( )1
0 0 0 02 1 2 2n f ng jj −+ + ∈ + + 。如果 

( ) ( )1
0 0 0 02 1 2 2g n f j Sj n−+ + = + +  ，那么 0 0 0 02 1, 2 2 gj n j n S+ + + + ∈ 。即 ( )0 0 02 2 2 2f j n j n+ + = + + ，

矛盾。所以， ( ) ( ) ( )0 0 0 0 02 1 2 2 2 2g j n g j n f j n S+ + = + + = + +  。进而， 

( ) ( ) ( )0 0 0 0 02 4 2 3 2 4g j n g j n f j n S+ + = + + = + +  ，， ( ) ( ) ( )12 1 2 2g m g m f m S−− = =  。即得结论(1)。 
综上，可得 { }( )0 0 0 0, 1, , , , , , 0 ,0gS s s i j t s m t n= + ≤ ≤ ≤ ≤   。因此， ( ) ( ) ( )0 01 1PI f m n= + ⋅ + ，即

结论(2)。证毕。 
定义 { }1,3, , 2 1A m= − 。 
定理 2.4. 设 ( )2mf End P∈ ， fS 是空集。那么 
1) ( )g PI f∈ 的充要条件是 

( )
( )
( )
( )

1
0

1
0

1
0

, 1,3, , 2 1,2 2, , 2 ,
1 , 2, 4, , 2 ,
1 , 2 1,2 3, , 2 1.

f x S x k k m
g x f x S x k

f x S x k k m

−

−

−

 = − +


= − =
 + = + + −

  

 

 

 

{ }0 0 0 0 01,3, , 2 1,2 2,2 4, , 2 ,0S k k k m k m= − + + ≤ ≤  。或者 

( )

( )
( )
( )
( )
( )
( )

1
0

1
0

1

1

1

1
0

, 1,3, , 2 2 3,2 2 2, , 2 ,
1 , 2, 4, , 2 2 2,

, 2 1 2 ,2 1 2 , , 2 1,
1 , 2 2 ,2 2 2, , 2 ,

, 2 2, , 2 2 ,
1 , 2 2 1,2 2 3, , 2 1.

f x B x k s k t m
f x B x k s
f x A x k s k s k

g x
f x A x k s k s k
f x A x k k t
f x B x k t k t m

−

−

−

−

−

−

 = − − + +


− = − −
 = − − + − −= 

− = − − +
 = + +


+ = + + + + −

  

 

 





 




 

s分别取值 00,1, , m ，t分别取值 00,1, , n 。 

{ }0 0 01,3, , 2, 2, , 2a bB m= − +  ， 

( ) ( ){ }1 1
0 0 0min 2 1 2 , 2 2a f k m A f k n A− −= − − +  ， 

( ) ( ){ }1 1
0 0 0max 2 1 2 , 2 2b f k m A f k n A− −= − − +  。或者 

( )

( )
( )
( )
( )
( )

1

1

1

1

1

, 1,3, , 2 2 3, 2, , 2 1,2 2, , 2 ,
1 , 2, 4, , 2 2 2, 3, , 2 ,

, 2 , 2 2, , ,
1 , 2 1, 2 3, , 1,
1 , 2 1,2 3, , 2 1.

r

r

r r

r r

r

f x B x k s r k k m
f x B x k s r k

g x f x A x r m r m r
f x A x r m r m r
f x B x k k m

−

−

−

−

−

 = − − + − +


− = − − += = − − +
 − = − + − + +
 + = + + −

   

  

 



 



 

这里 r 取值1,3, , 2 2k − ，s 取值 0,1, , rm 。 

{ }1,3, , 2, 2, , 2r r ra bB m= − +  ， 

( ) ( ){ }1 1min 2 ,r ra f r m A f r A− −= −   ， ( ) ( ){ }1 1max 2 ,r rb f r m A f r A− −= −   。或者 
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( )

( )
( )
( )
( )
( )

1

1

1

1

1

, 1,3, , 2 1,2 2, , 2, 2 2, 2 4, , 2 ,
1 , 2, 4, , 2 ,
1 C , 2 1,2 3, , 1, 2 1, 2 3, , 2 1,

, 1, 1, , 2 1,
, , 2, , 2 .

r

r

r

f x C x k k r r s r s m
f x C x k

g x f x x k k r r s r s m
f x A x r r r s
f x A x r r r s

−

−

−

−

−

 = − + − + + + +


− == + = + + − + + + + −
 = − + + −
 = + +

   

 

  

 



 

这里 

0,1, , , 2 2, 2 4, , 2rs n r k k m= = + +  ， 

{ }1,3, , , , , 2r r rc dC m=   ， 

( ) ( ){ }1 1min , 2r rc f r A f r n A− −= +  ， ( ) ( ){ }1 1max , 2r rf r A f nd r A− −= +  。 

2) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

0 0 2 1 2 2
1 1

1 1 1 1 1
k m k

r r k
r r

PI f m m n m n
− −

− +
= =

= + + + ⋅ + + + + +∑ ∑ 。 

证明：充分性。验证可得 ( ) ( ) ( ) ( )2 2, ,m mg End P fgf x f x x V P∈ = ∈ 。 
必要性。设 ( )g PI f∈ ，则 ( )2mg End P∈ 。可知，对于任意的 ( )fx V I∈ ，有 ( ) ( )1g x f x−∈ 。而 

( ) ( )1,3, , 2 1,2 1 ,2 2 , , 2fI k k k m= − + +   (引理 1.2)。如果 ( ) ( )2m fx V P V I∈  ，可知 ( ) ( )ffg x V I∈ ，

那么 ( ) { }( )1, 1 2 ,2 1fx x V I x k k− + ∈ ∉ + ，x 与 ( ) { }1, 1fV I x x− + 中的每一点都是相邻的。而 2k 与 

( ) { }2 1fV I k − 中的每一点都是相邻的， 2 1k + 与 ( ) { }2 2fV I k + 中的每一点都是相邻的。由自同态的

定义，可知 ( ) ( )1 1fg x fg x x= − = − 或者 ( ) ( )1 1fg x fg x x= + = + ， ( ) ( )2 2 1 2 1fg k fg k k= − = − ， 

( ) ( )2 1 2 2 2 2fg k fg k k+ = + = + 。从而可得， ( ) ( )1 1xx fg −∈ − 或者 ( ) ( )1 1g x f x−∈ + ， ( ) ( )12 2 1g k f k−∈ − ，

( ) ( )12 1 2 2g k f k−+ ∈ + 。 
如果 gS 是空集，由定理 1.3，可得 ( ) ( ) ( )11 12g g f −∈= ，， ( ) ( ) ( )12 1 2 2 1g k g k f k−− = ∈ − ， 

( ) ( ) ( )12 1 2 2 2 2g k g k f k−+ = + ∈ + ，， ( ) ( ) ( )12 1 2 2g m g m f m−− = ∈ 。可知 gI 是一个阶数为 m 团，

( ) { }( )0 0 01,3, , 2 1,2 2, , 2 0g k k m mI kV = − + ≤ ≤  。因此， ( ) ( ) ( ) ( )11 2 1 gg g f V I−= =  ，， 

( ) ( ) ( ) ( )12 1 2 2 2 2 gg k g k f k V I−+ = + = +  ，， ( ) ( ) ( ) ( )12 1 2 2 gg m g m f m V I−− = =  。 
如果 gS 是非空的，且 2 1 gk S− ∈ ，由引理 1.3，可知 2 gk S∈ ， ( ) ( )12 1 2 1g f k Ak −− = −  ， 

( ) ( )1 22 1k Ag k f −= −  。则存在正整数 ( ) ( )0 0 0 00 1 , 0m km k n n m≤ ≤ − ≤ ≤ − 使得 ( )1
02 1 2f k m A− − −  ， 

( )1
02 1 2f k m A− − −  ，， ( )1 2 1f k A− −  ， ( )1 2 1f k A− −  是连续数字，但是 ( )1

02 3 2f k m A− − −  ， 
( )1

02 3 2f k m A− − −  ， ( )1
02 2 1f k m A− − −  ， ( )1

02 2 1f k m A− − −   (不计次序)不是连续的； 
( )1 2 2f k A− +  ， ( )1 2 2f k A− +  ，， ( )1

02 2f k n A− +  ， ( )1
02 2f k n A− +  是连续的，但是 

( )1
02 2f k n A− +  ， ( )1

02 2f k n A− +  ， ( )1
02 2 2f k n A− ++  ， ( )1

02 2 2f k n A− ++   (不计次序)不是连

续的。设 

( ) ( ){ }1 1
0 0 0min 2 2 1 2, 2f k m k na A f A− −= − − +   

( ) ( ){ }1 1
0 0 0max 2 2 1 2, 2f k m k nb A f A− −= − − +  。 

如果 2 1 ,2 3g gk S k S− ∉ − ∈ ，可知 2 2 gk S− ∈ 。则存在正整数 ( )2 3 2 30 2k km m k− −≤ ≤ − 使得 
( )1

2 32 3 2 kf k m A−
−− −  ， ( )1

2 32 3 2 kf k m A−
−− −  ，， ( )1 2 3f k A− −  ， ( )1 2 3f k A− −  是连续的，但

是 ( )1
2 32 5 2 kf k m A−

−− −  ， ( )1
2 32 5 2 kf k m A−

−− −  ， ( )1
2 32 3 2 kf k m A−

−− −  ， ( )1
2 32 3 2 kf k m A−

−− − 
(不计次序)不是连续。设 ( ) ( ){ }1 1

2 3 2 3min 2 3 2 2, 3k ka A Af k m f k− −
− −= − − −  ， 

( ) ( ){ }1 1
2 3 2 3max 2 3 , 2 3 2k kb f k A f k m A− −

− −= − − −  。如果 2 1,2 3 ,2 5g gk k S k S− − ∉ − ∈ ，同理，依次下

https://doi.org/10.12677/ojns.2022.106130


张廷杰 
 

 

DOI: 10.12677/ojns.2022.106130 1175 自然科学 
 

去……如果 ,3 1g gS S∉ ∈ ，可得 { } 11, 2 , 0gS m= = 。 
同理，如果 2 1 ,2 2g gk S k S− ∉ + ∈ ，那么 2 1 gk S+ ∈ 。则存在正整数 ( )2 2 2 2 10k kn n m k+ +≤ ≤ − − 使得

( )1 2 2kf A− +  ， ( )1 2 2kf A− +  ，， ( )1
2 22 2 2 k Af k n−

++ +  ， ( )1
2 22 2 2 k Af k n−

++ +  是连续的，

但是 ( )1
2 22 2 2 k Af k n−

++ +  ， ( )1
2 22 2 2 k Af k n−

++ +  ， ( )1
2 22 4 2 k Af k n−

++ +  ， ( )1
2 22 4 2 k Af k n−

++ +   
(不计次序)不是连续的。设 ( ) ( ){ }1 1

2 2 2 2min 2 2 , 2 2 2k kc f k A f k n A− −
+ += + + +  ， 

( ) ( ){ }1 1
2 2 2 2min 2 2 , 2 2 2k kf k A f nd k A− −

+ += + + +  。依次下去……，直至 2 2 ,2g gm S m S− ∉ ∈ 。 
综上，根据定理 3，可得出结论(1) (2)。证毕。 
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