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Abstract 
This article starts from the variational characterization of zero-norm, then changes such a combi-
nation optimization problem to an equivalent model which has bi-linear structure and global Lip-
schitz continuous. This article also designed multi-stage convex relaxation methods to solve the 
zero-norm regularized composite optimization problem, and analyzed the convergence for it. 
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摘  要 

本文从零模函数的变分刻画入手，将这类带有组合性质的优化问题等价转化为具有拟双线性结构且全局

Lipshitz连续的优化模型，以此设计了求解零模正则化复合优化问题的多阶段凸松弛方法，并对该方法
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进行了收敛性分析。 
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1. 引言 

在过去几十年，高维回归在基因学、金融、图像处理、气候科学、传感器网络等领域有着广泛应用。

经典的高维线性回归模型假设预测变量的维数 n 总是大于样本的数量 m，尽管有效的预测变量的维数 s
总是远小于 n 的。零模正则化在统计、机器学习、信号与图像处理、稀疏模型选择和误差修正、金融工

程及量子计算等领域中有着广泛的应用。这种非凸正则为稀疏恢复提供了一种有效的方法。然而，在高

维的问题中却很难分析。 

2. 零模正则复合优化问题 

2.1. 零模正则问题 

设 nR 是赋予了内积 ,⋅ ⋅ 及诱导范数 ⋅ 的有限维向量空间。考虑零模正则规划： 

( ) 2

0
ˆ arg min ,

2nx R
x Ax c x x xµ

ν ψ
∈

 ∈ + + +  
                        (1) 

其中 0ν > 是正则项系数， ](: ,mRψ → −∞ +∞ 为连续可微强凸函数， 1 2: , , ,
TT T T m n

mA a a a R × = ∈ � 为设计矩

阵， c为已知向量， 0µ > 为任意小的常数， nx R∈ 为系数向量， 0x 为向量 x 中非零元个数。该模型将

为以后的逻辑回归研究作铺垫[1] [2]。记 ( ) ( ) 2: , 2f x Ax c x xψ µ= + + ，则函数 f 是全局 Lipschitz 连续

的，记其 Lipschitz 常数为 fL  [3]。由于零模函数的不连续性和非凸性质，(1)这种问题通常是 NP 难的，

难以求得其全局最优解。一个常用的处理方法是使用凸松弛技术，这种方法通过解一个或一系列在数值

上易于处理的凸优化问题来产生一个理想的局部最优解或至少一个可行解。 

2.2. 零模问题的等价 Lipschitz 替代 

本文将从问题(1)的等价 MPEC 问题和这个 MPEC 问题的全局精确罚问题中得到解估计 x̂ ，并证明 x̂
可以通过求解一个精确罚问题得到。令Φ代表闭适当凸函数 ( ]: Rϕ → −∞ +∞， 且 [ ] ( )0,1 int domφ⊆ 的函数 
族，其中φ 满足下面的条件： ( )1 1φ = ， ( )

0 1
1 arg min

t
t tφ∗

≤ ≤
> =： ， ( ) 0tφ ∗ = 且这样的 t∗是唯一的。 

令 t 为 ( ) )1 1 ,1
1

t
t

φ − ∗
∗

  ∂ ∩  − 
中的最小元素，由下面引理(参考文献[4]引理 5)可知这样的 t 存在： 

引理 1：令φ ∈Φ ，存在 )0 0,1t ∈ 使得 ( )0
1

1
t

t
φ∗ ∈∂

−
，且对任意给定的 0ω ≥ 和 0ρ > ，最优值 

[ ]
( ){ ( )}

0,1
: min 1

t
v t tφ ρω∗

∈
= + − 满足： 
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( )
( )( )
( )

( )( )

( )0

0

1 , ;1,
1 1, , 1 ;

11 1
11 , 0, .

1

v
t

v
tt

v t
t

ρω φ

ρω
ρω φ

φ

ρω ρω

∗
−

∗
−∗∗

−

∗

∗


 ′∈ +∞=
 −  ′≥ ∈  −′ −  
  ≥ − ∈  − 

若

若

若

 

下面将说明对任意φ ∈Φ ，问题(1)可以重写为一个等价 MPEC 问题。不难验证：对任意给定的 nx R∈

和φ ∈Φ ， 

( )0 1
1

min : , 0,0
n

n

i
R i

x x x e
θ

φ θ θ θ
∈ =

 = − = ≤ ≤ 
 
∑                        (2) 

因此问题(1)等价于： 

( ) ( )
, 1

min : , 0,0
n n

n

i
x R R i

f x e x e
θ

ν φ θ θ θ
∈ ∈ =

 + − = ≤ ≤ 
 

∑                      (3) 

假设问题(1)有非空全局最优解集且最优值为ϖ ∗，由文献[4]可得如下引理： 
引理 2：令φ ∈Φ ，零模正则问题(1)等价于问题(3)。当 x∗是问题(1)的全局最优解时， 

( )( )( ),max ,x sign x t e∗ ∗ ∗ 是问题(3)的全局最优解且最优值等于ϖ ∗；相反的，若 ( ),x θ∗ ∗ 是问题(3)的全局最

优解，那么 x∗是问题(1)的全局最优解且 ( )10

n
iix φ θ∗ ∗

=
= ∑ 。 

问题(3)的可行集中包含着如下互补约束： 0e θ− ≥ ， 0x ≥ 且 , 0e xθ− = 。这说明零模正则化问题

也是一个带有互补约束的数学规划问题(MPEC)，但是 MPEC 在优化中也是一类很难的问题。虽然(3)的
目标函数比原问题(1)简单，但却含有非凸互补约束 , 0e xθ− = ，这将比非凸目标函数更难处理。为解

决这个非凸约束，考虑问题(3)的罚问题： 

[ ]
( ){ ( ) ( ) }

, 0, 1
min 1
n

n

i i i
x R e i

vf x x
θ

φ θ ρ θ
∈ ∈ =

 + + − ∑                         (4) 

其中 0ρ > 是罚参数。下面的定理将说明问题(4)是问题(3)的全局精确罚，即它们有相同的全局最优解集[4]。 

定理 1：令φ ∈Φ 。对所有
( ) ( )1 1

1f

t
vL

t

φ
ρ ρ

∗
−′−

> =
−

，有 S Sρ
∗ ∗= 。这里 Sρ

∗ 是与 ρ 相关的问题(4)的全

局最优解集， S∗是问题(3)的全局最优解集。 
由定理 1，零模正则问题(1)的解估计量 x̂ 可在 ρ ρ> 时，由求解问题(4)得到，即： 

( )
[ ]

( ){ ( ) ( ) }
, 0, 1

ˆˆ, min 1
n

n

i i i
x R e i

x vf x x
θ

θ φ θ ρ θ
∈ ∈ =

 ∈ + + − ∑ ，其中 ρ ρ> 。             (5) 

由于 [ ] ( )0,1 int domϕ⊆ ，函数 ( )1
n

ii φ θ
=∑ 在 [ ]0,e 上是 Lipschitzian 连续的，所以问题(5)在其可行集

[ ]0,nR e× 上也是 Lipschitzian 连续的。对任意φ ∈Φ ，定义相应的函数 ](: ,Rφ = → −∞ +∞ ：若 [ ]0,1t∈ ，

( ) ( )t tϕ φ= ；若 [ ]0,1t∉ ， ( )tϕ = +∞。问题(5)可以重新写为更简便的形式： 

( ){ ( ) }1, 1
min

n n

n

i i i
x R R i

vf x x x
θ

ρ φ θ ρθ
∈ ∈ =

 + + − ∑ 。 

由共轭函数的定义和以上讨论，可以得到： 

( ) ( )
n

1
i 1

ˆ arg min
n

i
x R

x vf x x xρ ϕ ρ∗

∈ =

 ∈ + − 
 

∑ ，其中 ρ ρ>                      (6) 
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这意味着下面的函数是 0x 的等价 DC 替代： ( ) ( )11: n
iix x xρ ϕ ρ∗

=
Θ = −∑ 。 

3. 多阶段凸松弛法 

从上一节可知，求解零模正则化问题的解估计 x̂ ，对于φ ∈Φ 且 ρ ρ> 时，可由求解罚问题(5)得到。

当给定 0v > 时，阀值 0ρ > 是容易计算得到的。对一个给定的 ρ ρ> ，虽然罚问题(5)是非凸的，但是这

种结构使得它比零模正则化问题更好解决。特别的，当变量θ 选定时，问题(5)退化为关于 x 的凸的极小

化问题；当变量 x 选定时，问题(5)退化为关于θ 的凸的极小化问题，后面将看到这样的问题是有闭式解

的。基于此，本文将通过使用多阶段凸松弛法交替求解问题(5)来得到解估计 x̂  [5]。 
算法 1. (GEP-MSCRA 求解 x̂ ) 
Step 0：取φ ∈Φ ， 0v > 和初始点 [ ]0 0, teθ ∈ 。置 : 1k = 。 

Step 1：令 1 1k kv e θ− −= − 并计算下面的极小化问题： }{ 1
1arg min ( )

n

nk k
i ii

x R
x f x v xλ −

=
∈

∈ + ∑ 。          (7) 

若 1k = ，由 1x 的取值选取参数 ρ ρ> 并使 1vλ ρ −= 。 

Step 2：计算下面的极小化问题：
[ ]

( ) }{ 1
0,

arg min nk k
i i ii

e
x

θ
θ φ θ ρθ

=
∈

 ∈ − ∑ 。                        (8) 

Step 3：置 1k k← + ，返回(S. 1)步。 
注 1：由函数ϕ 的定义， kθ 是(8)的最优解当且仅当 ( )k k

i ixθ ϕ ρ∗∈∂ ， 1, ,i n= � 。由于ϕ∗ 是 R 上的凸

函数，次微分 ( )k
ixϕ ρ∗∂ 是容易求得的。因此，多阶段凸松弛法每次迭代的计算难度都在于解决问题(7)，

即一个加权 1L −范数正则化问题[6] [7] [8]。这是一类凸优化问题，它可以通过标准的凸优化方法求解，比

如：增广拉格朗日法，内点法[9]，IRLS-LARS [10]，路径跟踪法，迭代加权最小二乘法等。对于多阶段凸

松弛法，下面的命题(参考文献[4]注释 3.1)说明一旦满足互补条件，迭代点 kx 就是原问题(1)的局部最优解。 
命题 1：对任意的 1k ≥ ，( ),k kx θ 为算法 1 生成的迭代点。若 ( )1

1 1 0n k k
i ii xθ −

=
− =∑ ，则 kx 是原问题(1)

的局部最优解；且当 ( )1
1 0

n k k
ii xφ θ −

=
=∑ 时，对于 ρ ρ> ， ( )( )( ),max ,k kx sign x t e∗ 是问题(5)的局部最优解。 

4. 理论分析 

这节内容主要关注在限制强凸条件下，针对 ( ) ( ) 2: ,
2

f x Ax c x xµ
ψ= + + ，多阶段凸松弛法的收敛

性分析。假设 x 是真实解，本文将建立迭代点 kx 到真实解 x 的误差界，并证明误差数列随着 k 的增长是

严格下降的。记 }{: : 0iS i x= ≠ ，
0r S x n= = < ，则 }{: : 0c

iS i x= = 。对 S 和整数 0l > ，定义集合： 

( ) 2, : : ,
1

c
n

i ii S i SC S l x R S S S l x x
t∈ ∈

 = ∈ ∃ ⊇ ≤ ≤ 
− 

∑ ∑且 使得 。 

若矩阵A满足：对任意 x C∈ ，
2 2

2
Ax xα

κ≥ 成立，则称矩阵A在集合C 上满足 RSCκ − ，其中 0κ > 。

假设噪音向量 ε 中的元素是独立次高斯的，则下面的假设成立： 
假设 1：假设 ( )1, ,i i mε = � 是独立次高斯分布的，即：存在 0σ > ，使得对所有 i 和 t R∈ ， 

( )
2 2

exp exp
2i
tE t σ

ε
 

  ≤   
 

。 

为给出每一迭代步 kx 到真实解 x 的误差界，需要将参考文献[4]引理 7,8 拓展为下面一些引理： 
引理 3：对于 1k ≥ ，记 k kx x∆ = − ， ( )ˆ TA Ax c xε ψ µ= ∇ + + 。若存在一个指标集 1kS S− ⊇ ，使得
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( )1

1min
ck

k
i

i S
tθ

−

−

∈

≤ ，则当
( ) ˆ3

1
t

t
ε

λ ∞
−

≥
−

时，下式成立：

( ) 11

2
1c kk

k k
i i

i Si S
t −− ∈∈

∆ ≤ ∆
−∑ ∑ 。 

证明：对于问题(7)， kx 和 x 分别代表最优解和可行解，则有： 

( ) ( )
2 21 1

1 1, ,
2 2

n nk k k k k k
i i i ii iAx c x x v x Ax c x x v xµ µ

ψ λ ψ λ− −
= =

+ + + ≤ + + +∑ ∑  

由于 ( )ˆ TA Ax c xε ψ µ= ∇ + + ，所以： 

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

( ) ( ( )) ( )

1

1 1

2 2

1
1

1 1
1

1 1
1

\

ˆ, ,
2

ˆ,

ˆ

ˆ

ˆ ˆ ˆ 1

c

ck

ck k

k k k k

nk k k
i i ii

n k k k k k
i i i i i i ii i S i S

n k k k k k
i i i i i ii i S i S

k k k
i i i ii S S i S i S

Ax Ax c x x

v x x

v x x v x

v v

t

µ
ψ ψ ε

ε λ

ε λ λ

ε λ λ

ε λ ε ε λ

−

− −

−
=

− −
= ∈ ∈

− −
= ∈ ∈

∈ ∈ ∈∞ ∞

− + ∆ + − − ∆

≤ − ∆ + −

≤ ∆ + − −

≤ ∆ + ∆ − ∆

≤ ∆ + + ∆ + − − ∆

∑
∑ ∑ ∑
∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

           (9) 

由于ψ 在 mR 上是强凸的，即： ( ) ( ) ( )
2

, 2 0k T k kAx Ax A Ax Aψ ψ ψ α− − ∇ ∆ ≥ ∆ ≥ ，且 

( )2 222 , 2k k kx x xµ µ µ− − ∆ = ∆ ，所以， 

( )( ) ( ) ( ) ( )1 1 1\
ˆ ˆ ˆ ˆ1 ck k k

k k k k
i i i i ii S i S S i S i Stλ ε ε λ ε λ ε− − −∈ ∈ ∈ ∈∞ ∞ ∞

− − ∆ ≤ ∆ + + ∆ ≤ + ∆∑ ∑ ∑ ∑     (10) 

再由引理条件
( ) ˆ3

1
t

t
ε

λ ∞
−

≥
−

，即可得到不等式。证毕。 

引理 4：对于 1k ≥ ，若存在一个指标集 1kS S− ⊇ ，使得
( )1

1min
ck

k
i

i S
tθ

−

−

∈

≤ ，且矩阵 A 在集合 ( )1kC S S −， 上

满足常数 0kγ > 的限制强凸条件(RSC)，则当
( ) ˆ3

1
t

t
ε

λ ∞
−

≥
−

时，下式成立： 

( )1

211 ˆ k
k k

ii SS
k

vε λ
γ −

−
∈

 ∆ ≤ + 
 

∑ 。 

证明：由引理 3 可知， ( )1,k kC S S −∆ ∈ ，再由(9)式得到： 

( ) ( )

( ) ( )

( )

1

1

1

1

2 2 1 1
1

1
1

1

22 1

ˆ2

ˆ 1

ˆ

ˆ

ck

ck

k

k

nk k k k k k k
k k i i i i i ii i S i S

n k k k k
i i i i ii i S i S

k k k
i i i ii S i S

k k k
i ii S i S

v v

v t

v

v

γ γ µ ε λ λ

ε λ λ

ε λ

ε λ

−

−

−

−

− −
= ∈ ∈

−
= ∈ ∈

−
∈ ∈

−
∈ ∈

∆ ≤ + ∆ ≤ ∆ + ∆ − ∆

≤ ∆ + ∆ − − ∆

≤ ∆ + ∆

≤ ∆ + ∆

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

           (11) 

因此，结论得证。证毕。 
下面给出迭代点到真实解的误差界。由参考文献[4]定理 4.1 可得： 
定理 2：令 ( )ˆ TA Ax c xε ψ µ= ∇ + + ，假设矩阵 A 在集合 ( ),1.5C S r 上满足常数 0κ > 的限制强凸条件

(RSC)，且
( )( )
( ) ( )

3 4 2 1 1
ˆ3 3

t t tv
t tκ ε

∗

∞

− − −
≤ ≤

− −
。若

( ) ( )
( )( )

ˆ3 3
1 3 4 2 1

v t t v
t t t

ε κ
ρ∞

∗

− −
≤ ≤

− − −
，则 
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( )
( )

( )
( )

1

1

4 2
1.5 , 1;

3

4 2
1.5 , 2,3, .

3

k

v t
r k

t
x x

v t
r k

t

κ

ρ
κ

−

−

 −
=

−− ≤ 
− = −

�

若

若

 

定理 2 虽然给出了多阶段凸松弛法产生的迭代点的误差界，但是依然不清楚当前迭代点 kx 的误差界

是否优于先前迭代点 1kx − ，即误差界数列是否下降。下面的定理 3(参考文献[4]定理 4.2)对所有 i S∈ ，通

过 ( )iΛΙ 和 ( )kF
iΙ 界定 ( )21k

iv − 解决了这一问题，其中 ( ) }{: : 2 1ii x φ ρ−′Λ = ≤ ， 

( ) }1
: : 1k k

i iF i x x t ρ
−

∗  = − ≥ −  
， 1,2,k = �且 0F S= 。首先对 i S∈ ，通过 ( )iΛΙ 和 ( )kF

iΙ ，给出 ( )21k
iv −

的上界(参考文献[4]引理 9)。 

引理 5：对每一个 1k ≥ ，令 kF 为上面定义的指标集，则有： ( ) ( ) ( )1

21
k

k
ii S i S i S F

v i i−
−

Λ∈ ∈ ∈
≤ Ι + Ι∑ ∑ ∑ 。 

定理 3：假设矩阵 A 在集合 ( ),1.5C S r 上满足常数 0κ > 的限制强凸条件(RSC)，若参数 v和 ρ 的选取

与定理 2 一样，则对所有的 1k ≥ ： 

( ) ( )
1

1 13 1ˆ
33 1

k
k

S i Sx x v i x xε ρ
κ

−
−

Λ∈

  − ≤ + Ι + −  −  
∑ 。 

由定理 3 可知： 1x 的误差界与 ( )2kx k ≥ 的误差界紧密相关，且若前者充分小，则后者也将很小。然

而，若 ρ 选择恰当，即使 1x 的误差界很大， ( )2kx k ≥ 的误差界也将很小。定理还说明误差数列随着 k 增

大而递减，递减到
( ) ( )3 ˆ

3 1 S i S iε λ
κ

Λ∈
 + Ι −

∑ ，称之为统计误差。统计误差包含两部分：第一部分是

由噪声引起的，第二部分是由φ ， ρ 和 λ 的选择产生的。 

5. 结论 

本文从零模函数的变分刻画入手,将这类带有组合性质的优化问题等价转化为具有拟双线性结构且

全局 Lipshitz 连续的优化模型，以此设计了求解零模正则化复合优化问题的多阶段凸松弛方法，并对该

方法进行了收敛性分析。在理论方面，本文证实了将文献[4]的理论结果即：在比限制等距性质(RIP)更弱

的限制强凸条件下，定量刻画了多阶段凸松弛法每阶段最优解的误差界，且每阶段最优解的误差界递减

拓展到复合模型的有效性，将为以后研究逻辑回归奠定理论基础。以后将证明当阶段数达到一定条件后，

误差界保持不变且精确识别真实解的支撑集。 
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