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Abstract 
The finite-time stable predictive control problem for a class of discrete-time linear time-invariant 
systems is studied. The concept of finite-time stability is introduced into predictive control, and 
the relationship between finite-time stability and predictive control is established by the state 
feedback. The minimization optimization problem in finite time domain is transformed into a 
constrained problem with linear matrix inequalities by constructing the Lyapunov function. The 
sufficient conditions for the existence of state feedback control rate are given by using linear ma-
trix inequalities. The numerical simulation results show the effectiveness of the proposed method. 
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摘  要 

针对一类离散时间线性时不变系统，研究其有限时间稳定预测控制问题。将有限时间稳定的概念引入预

测控制中，借助状态反馈，建立有限时间稳定与预测控制之间的联系。通过构造Lyapunov函数将有限时

域的最小化优化问题转化为具有线性矩阵不等式的约束问题，采用线性矩阵不等式的方法，给出状态反

馈控制率存在的充分条件。数值仿真结果验证了所提出方法的有效性。 
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1. 引言 

在控制系统的研究分析中，稳定性是最基本也是最重要的问题，所以近些年来稳定性成为国内外许

多学者们研究的科研重点。在对控制系统进行稳定性分析时，其中应用较为广泛的 Lyapunov 稳定，BIBO
稳定等稳定性概念关注的是无限时间区间内的系统行为[1]。但在实际应用中，人们关注的是系统在某一

有限时间区间内的暂态行为。为了满足系统在有限时间内达到稳定的性能，20 世纪 60 年代，Weiss 和

Infante 首次提出了针对短时间稳定性(即有限时间稳定性)的概念，文献[2]总结了有限时间稳定控制的发

展历程，提出了线性、非线性以及随机系统有限时间控制问题的分析和设计方法。文献[3]给出了有限时

间稳定最优反馈控制的定义，提出使系统部分状态有限时间稳定的最优反馈控制器的设计方法。文献[4]
针对线性时变系统输出反馈有限时间控制问题给出了有限时间稳定的充分条件。文献[5]针对线性系统有

限时间稳定鲁棒控制问题，引入线性矩阵不等式方法，提出了状态反馈有限时间镇定控制算法。文献[6]
针对含外部扰动的线性系统，提出使闭环系统有限时间有界的状态反馈控制器的设计方法，文献[7]针对

网络系统，设计了系统有限时间鲁棒稳定控制器。有限时间稳定的概念还被推广到 H∞ 控制[8]、容错控

制[9]、随机控制[10]等。 
预测控制是一类应用广泛的先进控制算法，其稳定性一直是学术界关注的热点[11]，但针对有限时间

稳定的预测控制的研究并不多见。 
本文研究离散系统有限时间稳定的预测控制问题，给出状态反馈预测控制器的设计方案。基于线性

矩阵不等式方法，研究优化问题可行解存在的条件，证明优化问题在给定的初始条件下闭环系统是有限

时间稳定的。通过仿真实验验证所提方法的有效性。 

2. 问题描述 

考虑如下一类离散时间线性时不变系统： 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

01 , 0

1

x k Ax k Bu k x x

y k Cx k

+ = + =


+ =
                            (1) 

其中， ( ) nx k ∈ 为系统的状态， ( ) 00x x= 为系统的初始状态， ( ) mu k ∈ 为控制输入， ( ) qy k ∈ 为系统

输出， A ， B 及C 为相应维数的常数矩阵。 
对于系统(1)，选择有限时域优化性能指标为 

( )
( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

1

1 2
0

min min
N

T T
Nu k u k i

J k x k i k Q x k i k u k i k Q u k i k
−

=

= + + + + +∑                (2) 

其中，给定的加权矩阵 1 0Q ≥ 、 2 0Q > 。 ( )x k i k+ 是 k i+ 时刻的状态预测值， ( )u k i k+ 是 k i+ 时刻使性

能指标最小的控制信号， N 为控制时域。 
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本文的目的是针对系统(1)，设计含预测的状态反馈控制器 

( ) ( )u k Kx k=                                         (3) 

保证系统在有限时间内趋于稳定。 
结合(1)式和(3)式，得闭环系统 

( ) ( ) ( )1x k A BK x k+ = +                                    (4) 

在控制区域 [ ]0, N 内选择如下 Lyapunov 函数 ( )( ) ( ) ( ) , 0TV x k k x k k Px k k P= > ，同时加入终端等式

约束 ( ) 0x k N k+ = ，则有 ( )( ) 0V x k N k+ = 。 
不妨假设，在每一采样时刻 k ，有 

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 21 T TV x k i k V x k i k x k i k Q x k i k u k i k Q u k i k+ + − + ≤ − + + + + +  

将上述不等式从 0i = 叠加到 1i N= − 从而得到： 

( ) ( )( )NJ k V x k k≤                                      (5) 

此时可知， ( )( )V x k k 为性能指标 ( )NJ k 的一个上界，由此可将求性能指标最小化问题进一步转化

为对上界 ( )( )V x k k 的最小化问题。 
定义 1 [12]：如下离散时间线性时不变系统 

( ) ( )1 ,x k Ax k k N ++ = ∈                                    (6) 

满足 ( ), , ,x R Nδ ε 是有限时间稳定的，如果 ( ) ( ) 20 0T
xx Rx δ≤ 时，有 ( ) ( ) 2Tx k Rx k ε< 成立。 

其中： n nA R ×∈ 是常数矩阵， ( ) nx k R∈ 是系统状态， ( ) 00x x= 是系统的初始状态。 ,xδ ε 为给定常数

( )0 xδ ε< < ， R 为给定正定矩阵， N 为给定的正整数。 
定义 2：对于系统(1)及闭环系统(4)，给定正常数 xδ 、ε  ( 0 xδ ε< < )和正定矩阵 R ，当 ( ) ( ) 20 0T

xx Rx δ≤
时，都有 ( ) ( ) 2Tx k Rx k ε≤ 成立，则称闭环系统(4)是关于 ( ), , ,x R Nδ ε 是有限时间稳定的。 

引理 1 [12]：系统(6)有限时间稳定等价条件 
1) 系统(6)关于 ( ), , ,x R Nδ ε 是有限时间稳定的 

2) 对于 { }1, ,k N∀ ∈  ， ( )
2

2

kT k

x

A RA Rε
δ

< 成立 

3) 对于 { }1, ,k N∀ ∈  ，若 ( )kP k R= ； ( ) ( ) { }1 , 0,1, , 1T
k kP h A P h A h k= + ∈ − 。 

则 ( )
2

20k
x

P Rε
δ

< ； 

4) 对于 { }1, ,k N∀ ∈  ，存在对称矩阵值函数 ( ) { } ( ): 0,1, , n n
k kP h k P h ×⋅ ∈ ∈ℜ   

满足： ( ) ( )1 0T
k kA P h A P h+ − < ， { }0,1, , 1h k∈ − ； ( )kP k R≥ ； ( ) 20k

x

P Rε
δ

< 。 

引理 2 [13]：考虑对称矩阵 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

11 12

21 22

S x S x
S x

S x S x
 

=  
 

，其中 ( )11S x 是方阵。 

以下三个条件是等价的： 
1) ( ) 0S x < ； 
2) ( )11 0S x < ， ( ) ( ) ( ) ( )1

22 12 11 12 0TS x S x S x S x−− < ； 
3) ( )22 0S x < ， ( ) ( ) ( ) ( )1

11 12 22 12 0TS x S x S x S x−− < 。 
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3. 有限时间稳定状态反馈 

解决有限时间稳定预测控制问题的关键在于寻找一个共同的状态反馈 k 。建立有限时间稳定与单值

预测控制[14]之间的联系。 
定理 1：对于离散线性系统(1)，要求 r m= ， 1p = ，求得闭环系统的稳定性取决于状态反馈 1

1k S E−= 。

假设存在可逆矩阵T ，使得 1k T Q= 为正定矩阵，存在矩阵 L 及标量 1γ ≥ 使得 

( ) 0
TQ AQ BL

AQ BL Q

γ − +
<  + − 

                               (7) 

( )
( )

2
max

2
min

1
N

x

Q

Q

λ ε
γ δλ

<




                                    (8) 

其中， 1 2 1 2Q R QR= ， 

( ) ( ) ( )1 2

TT T T
rE C A C A C A =    

1 2

TT T T
rS S S S =    

j jS C B= ， ( )1, ,j r=   
那么系统在控制器 1K LQ−= 的作用下，关于 ( ), , ,x R Nδ ε 是有限时间稳定的，并且满足性能指标。 
证明：我们假设 ( ) ( ) 20 0T

xx Rx δ≤ ，要证明当 1, ,k N=  时有 ( ) ( ) 2Tx k Rx k ε< 。 
选择 Lyapunov 函数 ( )( ) ( ) ( )TV x k x k Qx k= ，对于标量 1γ ≥ ， 
有， ( )( ) ( )( )1V x k V x kγ+ <  

通过迭代我们可以获得： ( )( ) ( )( )0 , 1, ,kV x k V x k Nγ< =                     (9) 

令
1 1
2 2Q R QR

− −
=  

有， 

( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )
max

2
max

0 0 0

0 0

Tk N

TN

N
x

V x x Qx

Q x Rx

Q

γ γ

γ λ

γ λ δ

 =  
 ≤  
 ≤  





                           (10) 

( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )min

T

T

V x k x k Qx k

Q x k Rx kλ

=

≥ 

                              (11) 

根据(9)~(11)，可得 

( ) ( )
( )
( )

max 2 2

min

T N
x

Q
x k Rx k

Q

λ
γ δ ε

λ
≤ <





 

进而有
( )
( )

2
max

2
min

N
x

Q

Q

λ ε
γ δλ

<




 

令 1Q P−= ，我们有 1 1ˆ ˆ 0TA Q A Qγ− −− <  
利用 Schur 补有 
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1 ˆ
ˆ

TQ A
QA

γ − −
  − 

 

左右同乘对称矩阵
0

0
Q

I
 
 
 

 

得： 

( )
( )

ˆ ˆ

ˆ ˆ

TT TQ QA Q QA Q AQ BKQ
AQ BKQ QAQ Q AQ Q

γ γ γ     − − − +
= =          + −− −     

 

令 kQ L= ，同时 1Q k T= ，此时有 ( ) 1
1k L k T −= ，即为所求的增益矩阵。 

根据定理 1，状态反馈有限时间稳定预测控制算法如下： 
步骤 1：给定矩阵 R ，常数 , ,xδ ε γ ，预测时域 N ； 
步骤 2：在每一个采样时刻 ( )0,1, ,k k N=  ，测量系统的状态 ( )x k ； 
步骤 3：在每一个采样时刻 k ，求解优化问题(7)~(8)，根据定理 1 进而得到有限时间稳定预测控制中

的反馈增益 k ； 
步骤 4：将所求的控制序列 ( ) ( )u k kx k= 作用到被控系统(1)，测量闭环系统(4)的状态 ( )1x k + 及输出

( )y k ； 
步骤 5：令 1k k= + ，返回到步骤 2。 

4. 仿真案例 

对于离散时间线性系统，选取系统参数如下： 

0 1 0 0
1 0 1 0

0 0 0 1
1 0 1 0

A

 
 − =
 
 

− 

，

1
0
0
0

B

 
 
 =
 
 
 

， [ ]1 0 0 0C = 。 

选取初始状态 ( ) [ ]0 1 1 1 1x = ， 1xδ = ， 4ε = ， 1N = ， 1P = 。性能指标的加权矩阵为 1 0.5Q I= ，

2Q I= ，采样间隔为 1 s。 
按照本章提出的有限时间稳定预测控制算法，运用 Matlab 中的 LMI (线性矩阵不等式)进行求解，进

而获得满足条件的状态反馈预测控制器。仿真案例如下： 
图 1 体现了系统在 [ ]1,10 区间内的状态运动轨迹表明了系统的状态是有界的。 

 

 
Figure 1. States of the closed-loop system 
图 1. 闭环系统状态轨迹 
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图 2 及图 3 表明了系统的输入和输出在给定的有限时间区间内均无较大超调。 
图 4 表明在控制器(3)的作用下，系统在 [ ]1,10 时间内，只要系统初始值满足 ( ) ( )0 0 1Tx Rx ≤ ，闭环系

统的轨迹则满足 ( ) ( ) 4Tx k Rx k < ，则闭环系统(4)关于 ( )1,4, ,10I 是有限时间稳定的。 
图 5 表明系统的性能指标最终在 [ ]1,10 趋于稳定。 

 

 
Figure 2. The trajectory of the control input 
图 2. 控制输入轨迹 

 

 
Figure 3. Output of the closed-loop system 
图 3. 闭环系统的输出轨迹 

 

 
Figure 4. The trajectory of x’Rx 
图 4. x’Rx 轨迹 
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Figure 5. Performance index change 
图 5. 性能指标变化情况 

5. 总结 

本文针对一类离散线性系统，给出有限时间稳定预测控制的定义，为使系统在有限时间内性能指标

在线最小化，设计状态反馈控制器，通过求解线性矩阵不等式给出满足条件的矩阵，给出闭环系统满足

的条件。仿真结果给出算法的可行性。 
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