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摘  要 

增广拉格朗日法是求解约束优化问题的一种重要方法，近年来研究增广拉格朗日法的应用显得更加重要。

本文主要介绍了增广拉格朗日法求解约束最优化问题的过程，解释增广拉格朗日法是罚函数法和拉格朗

日乘子法的有机结合，引出了现在增广拉格朗日法的发展状况，概述了增广拉格朗日法基本理论，并通

过一个例子验证其有效性。 
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Abstract 
Augmented Lagrange method is an important method for solving constrained optimization prob-
lems. In recent years, it is more important to study the application of augmented Lagrange me-
thod. This paper mainly introduces the process of the augmented Lagrange method solving con-
strained optimization problems, explains that the augmented Lagrange method is the organic 
combination of penalty function method and Lagrange multiplier method, leads to the current de-
velopment of the augmented Lagrange method, summarizes the basic theory of the augmented 
Lagrange method, and verifies its effectiveness through an example. 
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1. 引言 

求解约束最优化问题的增广拉格朗日法又叫乘子法，是罚函数法和拉格朗日乘子法的有机结合，最

开始是由 Powell [1]和 Hestenes [2]在 1969 年针对等式约束优化问题提出的一种优化算法，在 1973 年

Rockfellar 对其进行了推广，从而应用于求解不等式约束优化问题。虽然过去了很多年，但增广拉格朗日

法及其衍生的方法仍然是求解约束优化问题的核心工具。在二十世纪七十到八十年代，增广拉格朗日法

和它衍生的一些方法得到了很好的研究[3]。Nocedal J 和 Wright S J 在 Numerical Optimization 一书中对求

解约束优化问题的方法进行了详细的阐述，如：对数障碍法、二次罚函数法等[4]。相关学者也撰写了关

于最优化理论的书籍，为我们的研究奠定坚实的基础[5] [6]。 
近年来，随着计算机的快速发展，增广拉格朗日法对于求解变分不等式问题在构造数值算法时能起

到很重要的作用[7]。陈亮研究了一些基于增广拉格朗日函数方法求解约束最优化问题的算法设计，做出

理论分析并进行了数值试验[8]。申倩影等人在增广拉格朗日乘子法的基础上，提出修正的增广拉格朗日

乘子法，并对其收敛性进行分析[9]。相关学者对非凸约束问题的非精确增广拉格朗日法的最坏情况复杂

度进行了研究，证明了迭代复杂度的界[10]。在几何约束优化问题的增广拉格朗日方法的理论和数值研究

中，利用问题定制的非单调投影梯度法求解得到的子问题[11]。但近年来具体阐述求解约束最优化问题的

增广拉格朗日法却不多见，可见这是一个重要的研究课题，其在很多领域具有广阔的应用前景。另外，

增广拉格朗日法可以用于许多实际问题中的优化设计，通过编写程序构造乘子函数，求解精度较高，是

一种非常切实可行的设计优化方法，是值得我们继续研究的课题。 
本文我们所讨论增广拉格朗日法实际上是从原问题的拉格朗日函数出发，再加上适当的罚函数，其

实，可以理解为在拉格朗日函数的基础上加了一个二次惩罚项，从而将原约束优化问题转化为求解一系

列的无约束优化子问题。本文主要针对用增广拉格朗日法对等式约束及不等式约束问题的求解方法进行

介绍，使读者更加清晰地认识增广拉格朗日法在求解约束最优化问题中的应用。本文的结构安排如下：

第 2 节主要讨论增广拉格朗日法求解等式约束和不等式约束问题的方法；第 3 节主要对其相关定理进行

简单介绍；第 4 节主要用一个例子用解析法探究其有效性；第 5 节将对本文内容进行小结及展望。 

2. 基于增广拉格朗日法求解约束最优化问题 

本节我们主要详细的阐述用增广拉格朗日法对等式约束问题和不等式约束问题进行求解的具体过

程，增强我们对增广拉格朗日法求解约束最优化问题的进一步认识与了解。 

2.1. 等式约束问题 

我们首先考虑等式约束问题 

( ) ( )min     s.t    0;     ix
f x c x i ε= ∈                               (1) 
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2.1.1. 等式约束问题求解 

在二次罚函数 ( );Q x µ 中，通过平方不可行性并按
1

2µ
缩放它们来惩罚违反约束的行为，并且 ( );Q x µ

不完全满足可行性条件 ( ) 0;i x ic ε= ∈ ，相反，它们受到轻微的扰动
( ) *lim ,ki

ik
k

xc
i

κ
λ ε

µ∈

−
= ∈ 并且近似满足 

( ) * ,i k k ic x iµ λ ε= − ∈  

可以肯定的是，这种扰动会随着时间的推移而消失 0kµ ↓ ，但我们是否可以改变函数 ( ); kQ x µ 为了避

免这种系统扰动，即使近似极小值更接近满足等式约束 ( ) 0ic x = ，通过这样做，我们可以避免减少 µ 归零。 
而对于等式约束问题，采用增广拉格朗日法，可以将难以求解的问题转化为更容易求解的问题，首

先需引入增广拉格朗日函数 

( ) ( ) ( ) ( )21, ;
2A i i i

i i
L x f x c x c x

ε ε
λ µ λ

µ∈ ∈

= − +∑ ∑                         (2) 

我们看到，增广拉格朗日函数通过包含拉格朗日乘子的显示估计来实现这些目标 λ 与拉格朗日函数 

( ) ( ) ( ),A i i
i I

L x f cx x
ε

λ λ
∈ ∪

= − ∑ 的不同之处是平方项的存在，而与二次罚函数 ( ) ( ) ( )21;
2 i

i
Q x f x c x

ε
µ

µ ∈

= + ∑  

的不同之处在于 λ 的存在，所以从这个意义上说，它是拉格朗日函数和二次罚函数的结合。 
对拉格朗日函数 ( , ; )AL x λ µ 中的 x 求偏导(即为 L 的梯度) 

( ) ( ) ( ) ( ), ;  i
x A i i

i

c x
L x f x c x

ε
λ µ λ

µ∈

 
∇ = ∇ − − ∇ 

 
∑                       (3) 

从而在第 k 步迭代过程中，固定惩罚项参数 kµ 和
kλ ，此时优化 x，根据优化条件有 

( ) ( ) ( ) ( ), ;  ik k
x A i i

i k

c x
L x f x c x

ε
λ µ λ

µ∈

 
∇ = ∇ − − ∇ 

 
∑                       (4) 

对比最优性条件有，应该有 ( ) ( )* *0; i kk
i i

k

c x
f x λ λ

µ
∇ = ≈ − ，从而很自然的通过

( )1 i kk k
i i

k

c x
λ λ

µ
+ = − 更新

乘数估计
kλ 从一个迭代到另一个迭代。 

2.1.2. 等式约束问题算法 
等式约束问题的基本算法步骤： 
步骤 1：定义 0 0µ > ， 0 0τ > ，初始点 0

sx 、 0λ 和 0k = ； 

步骤 2：以 s
kx 为起始点，求解 ( ) ( ) ( ) ( )21, ;

2A i i i
i i

L x f x c x c x
ε ε

λ µ λ
µ∈ ∈

= − +∑ ∑ 的最优解； 

步骤 3：若 ( ), ;k
x A k kL x λ µ τ∇ ≤ ，算法停止； 

步骤 4：通过
( )1 i kk k

i i
k

c x
λ λ

µ
+ = − 更新 1, 1k k kλ + = + ，否则，转步骤 2。 

2.2. 不等式约束问题 

不等式约束问题主要考虑 

( ) ( )min s.t 0;ix
f x c x i I≥ ∈                              (5) 
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不等式约束问题求解 
当问题属于不等式约束问题时，我们引入松弛变量 is 并替换不等式 ( )ic x ，将其转化为具有等式约束

和有界约束的问题，即 

( ) ( )
,

min s.t 0, 0;i i ix s
f x c x s s i I− = ≥ ∈  

根据约束条件 ( ) 0i ic x s− = 定义增广拉格朗日并且应用边界约束条件 0is ≥ ，我们得到了在等式约束

问题的基本算法的迭代 k 中要解决的子问题： 

( ) ( )( ) ( )( )2

,

1min ,
2

k
i i

I I
i i ix s i ik

f x c x s c x sλ
µ∈ ∈

− − + −∑ ∑                      (6a) 

0,is ≥                                        (6b) 

每个 is 只出现在(6a)的两项中，这实际上是关于每个松弛变量 is 的凸二次函数，所以，我们可以在(6) 

中分别对每个 is 执行显示最小化。子问题(6a)对 is 的偏导数为 ( ) ( )( )1k
i i ic x sλ

µ
− − ，(6a)关于 is 的无约束 

极小值出现在偏导数等于零时，即 

( ) k
i i is c x µλ= −                                     (7) 

如果这个无约束极小值小于 0 的下界，那么由于(6a)在 is 中是凸的， is 在(6)中的最优解为 0。综上所

述，我们发现 is 在(6)中的最优解为 

( )( )max ,0k
i i is c x µλ= −                                 (8) 

我们可以用这个公式来代替 s，得到仅在 x 中的子问题(6)的等价形式。通过分离涉及 is 的项，我们

得到 
 

( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

( )

2

2

2

1 , 0
1 2

2
,        

2

k k
i i i i i

k
i i i i i

k
i

c x c x c x
c x s c x s

λ µλ
µλ

µ µ λ

− + − ≤− − + − = 
−

其他

           (9) 

通过定义函数 ( ), ;tψ σ µ 在标量参数 , ,t σ µ 在上式中有以下形式 

( )
2

2

1 , 0
2, ;
,       

2

t t t
t

σ µσ
µψ σ µ

µ σ

− + − ≤= 
−

其他

                         (10) 

我们得到以下转化子问题： 

( ) ( ) ( )( )min , ; , ;k k
A k i i kx i I

L x f x c xλ µ ψ λ µ
∈

= +∑                       (11) 

AL 的这个定义代表了增广拉格朗日到不等式约束情形的自然扩展。通过这个扩展。我们也可以将等

式约束问题的基本算法应用到不等式约束的情况，并进行进一步的修改，只要获得近似解 kx ，我们将通

过以下这个公式来更新拉格朗日乘子 

( )1 max ,0i kk k
i i

k

c x
λ λ

µ
+  
= −  

 
                              (12) 
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这个公式是由 ( ), ;A kL x λ µ 关于 x 在(11)的近似解 kx 处应接近于 0，通过使用(9)，我们得到 

( ) ( ) ( )
( )

( )
|

, ;  0
k

i k i

i kk k
x A k k i i k

ki I c x

c x
L x f x c x

µλ

λ µ λ
µ∈ ≤

 
∇ = ∇ − − ∇ ≈ 

 
∑  

更新公式(12)通过将此公式与第一个 KKT 条件进行比较得出 ( )* *, 0x L x λ∇ = ，我们可以说 

( ) ( )
( )*

* * *

| 0

0
i

i i
i I c x

f x c xλ
∈ =

∇ − ∇ =∑  

它有直观的意义，以保持非负性的组成部分 λ ，因为我们从 KKT 条件 ( )* *, 0x L x λ∇ = 知道不等式约

束的最优拉格朗日乘子是非负的。 

3. 基于增广拉格朗日法的相关定理 

为了简单起见，我们仅讨论等式约束问题，即给定增广拉格朗日的问题。第一个结果验证了等式约

束问题的基本算法的方法，当我们了解到精确的拉格朗日乘子向量 *λ ，并且 *x 是 ( )AL x 的极小值，( )*;λ µ
对所有的 µ 足够小。我们可以得到一个很好地 *x 估计，通过最小化 ( ),AL x λµ 即使在什么时候 µ 不是特

别接近于 0，前提是 λ 是对的合理估计 *λ 。 
定理 1：设 *x 是(1)的局部解，满足 LICQ (即梯度 ( )* ,ic x i ε∇ ∈ 是线性无关向量)，并满足二阶充分条

件中规定的 *λ λ= ，然后有一个，使得对所有的 ( ]0,µ µ∈ ， *x 是 ( )*, ;AL x λ µ 的严格局部极小值。 
证明： *x 满足 ( )*, ;AL x λ µ 是严格局部极小值的二阶充分条件，即 

( ) ( )* * 2 * *, ; 0, , ;x A xx AL x L xλ µ λ µ∇ = ∇                           (13) 

是正定的。 
通过使用 KKT 条件和(2)，我们有 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

*
* * * * *

** *

* *

, ;  

, 0

i
x A i i

i

i i
i

x

c x
L x f x c x

f x c x

L x

ε

ε

λ µ λ
µ

λ

λ

∈

∈

 
∇ = ∇ − − ∇ 

  

= ∇ − ∇

= ∇ =

∑

∑                     (14) 

上述验证(13)的第一部分。 
我们现在证明第二部分 ( )T 2 * *, ; 0xx Au L x uλ µ∇ > ，对所有的 nu R∈ 并且 0µ > 足够小，由

( ) ( )i i
A x c x

ε∈
  = ∇ ，我们有 

T *
i i

A c
ε∈

 = ∇   

注意，根据 LICQ，A 具有全行秩。请注意 

( ) ( )2 * * 2 * * T1, ; ,xx A xxL x L x A Aλ µ λ
µ

∇ = ∇ +                          (15) 

根据代数的基本定理，令 Tu w A v= + ，则有 

( ) ( ) ( )

( )

T 2 * * T 2 * * T 2 * * T

T 2 * * T T T T

, ; , 2 ,

1 ,

xx A xx xx

xx

u L x u w L x w w L x A v

v A L x A v v A A A A v

λ µ λ λ

λ
µ

∇ = ∇ + ∇

 
+ ∇ +  

 

             (16) 
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我们在这个表达式的右边寻找三项的界限。由于 ( )T * *, 0, 0xxw L x w aλ∇ > > ，则 

( ) 2T * *,xxw L x w a wλ∇ ≥ ；令 ( )2 * * T,xxb L x Aλ= ∇ ，在 

( )T 2 * * T2 , 2xxw L x A v b w vλ∇ ≥ −  

给出第二项的下限。 
对于第三项，我们定义 ( )2 * * T,xxc L x Aλ= ∇ ，我们有 

( ) 2T 2 * * T,xxv A L x A v c vλ∇ ≥ −  

最后，如果 d 是 TAA 的最小的特征值，我们有 
22 2T T T T1 1 dv A A A A v AA v

µ µ µ
 
 
 

≥ ≥  

通过这些下界代入(16)，我们得到 

( )
2

2 2T 2 * *

2 2 2
2

, ; 2xx A
dL x u a w b v w c v

b d ba w v c v
a a

µ λ µ
µ

µ

 
∇ ≥ − + − 

 

  = − + − −     

                 (17) 

这个表达式右侧的第一项显然是非负的。因为 0d > ，如果我们选择 A 的满秩，第二项也是非负的 µ
成为任何值，以至于 

2 2

0d bc
aµ

− − >  

然后选择 ( ]0,µ µ∈ ，事实上，(17)的右边是严格正的，除非 0v = 和 0w = ，这意味着 ( )2 * *, ;xx AL x λ µ∇

是正定的，即证。 
定理 2：假设定理 1 的假设在 *x 和 *λ ， µ 是一个阈值，存在正标量 , , Mδ ε ，使得以下成立： 
a) 对所有的 kλ 和 kµ 满足 

* ,k
k

k

δλ λ µ µ
µ

− ≤ ≤  

问题 

( ) *min , ; s.t.k
A kx

L x x xλ µ ε− ≤                            (18) 

有独特的 kx 解决方案，此外，我们有 
* *k

k kx x M µ λ λ− ≤ −  

b) 对所有的 *λ 和 kµ 满足(18)，我们有 
1 * *k k

kMλ λ µ λ λ+ − ≤ −  

其中 kλ 由
( )1 i kk k

i i
k

c x
λ λ

µ
+ = − 给出。 

c) 对所有的 kλ 和 kµ 满足(18)，矩阵 2
, k

k
xx x

L
λ

∇ 是正定的，并且约束梯度 ( ) ,i kc x i ε∇ ∈ 是线性独立的。 
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4. 基于增广拉格朗日法的有效性 

为了充分说明拉格朗日法的有效性，从以下例子具体说明： 
例：用增广拉格朗日法求解等式约束问题 

( ) 2 2
1 2 1 2

1 1min s.t. 1
2 6

f x x x x x= + + =                          (19) 

解：构造增广拉格朗日函数 

( ) ( ) ( )22 2
1 2 1 2 1 2

1 1 1, ; 1 1
2 6 2

k k
A kL x x x x x x xλ µ λ

µ
= + − + − + + −  

则由 

( )

( )

1 1 2
1

2 1 2
2

1 1 0

1 1 1 0
3

k

k

k

k

L x x x
x
L x x x
x

α λ
α µ
α λ
α µ

 = − + + − =

 = − + + − =


                          (20) 

由解析法求解无约束优化问题 ( )min , ;k
A kL x λ µ 的最优解 

T1 13 3
,

1 11 4 1 4

k k

k k k

k k

x
λ λ

µ µ

µ µ

+ 
 
 
 
 +
 

+

+ 

=  

由迭代公式 1 1 2 1k k
k k

k

x x
λ λ

µ
+ + −
= − ，得 

1

1

4 41 1

k
k k

k k

µλλ

µ µ

+ = +
+ +

 

令
*

1 1

kµ µ
= ，上式两边 k →∞取极限，得 

*
* *

* *

1

4 41 1

µλλ

µ µ

= +
+ +

 

解得 * 1
4

λ = ，代入 kx 的表达式得原问题的最优解为 

T
* 1 3,

4 4
x  =  

 
 

对于罚函数法求得的最优解为

T1 3

,
4 41 1

k k k

k k

x
µ µ

µ µ

 
 
 =
 + + 
 

，而增广拉格朗日法求得的最优解为
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T1 13 3
,

1 11 4 1 4

k k

k k k

k k

x
λ λ

µ µ

µ µ

 + + 
 =
 + + 
 

。从这两种方法求出的最优解，我们可以清楚的看到增广拉格朗日法求解的

最优解更有效，逼近效果更好，更加稳定。 

5. 小结与展望 

在本文中，我们主要对求解等式约束和不等式约束最优化问题的增广拉格朗日法进行详细介绍，进

一步增强我们对增广拉格朗日法的认识，同时对其所涉及的相关定理进行证明并做一些简要的概述，最

后通过一个例子验证该方法的有效性。 
针对本文所介绍的求解约束最优化问题的增广拉格朗日法，在今后的研究中我们还可以考虑用计算

机进行求解，通过 MATLAB 语言对其进行编程得到有效的数值结果，对其有效性做进一步的验证，在

此之上我们还可以考虑针对等式约束和不等式约束同时存在的最优化问题的增广拉格朗日法等。相信在

未来，这一求解约束最优化问题的增广拉格朗日法将在各领域有更好的发展和更广泛的应用。 
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