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摘  要 

本文考虑具有奇异势的Q-张量梯度流，利用匹配渐近展开方法，形式推导出各向同性–向列相尖锐界面

极限。该模型包括液晶的指向矢场n的热流和界面上的跳跃条件，并且跳跃条件由平均曲率流决定。 
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Abstract 
In this paper, we consider the Q-tensor gradient flow with singular potential and use the matching 
asymptotic expansion method to derive the isotropy-nematic sharp interface model formally. The 
model includes the heat flow of the directed vector field n of the liquid crystal and the jump condi-
tion on the interface, and the jump condition is determined by the mean curvature flow. 
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1. 引言 

液晶是介于液体和固体的一种物质状态。液晶不仅具有液体的流动性和晶体的特殊光学性质，还有

电磁场超敏反应，促使液晶在材料制造、生物医学等领域有着极高实用价值。根据液晶的材料不同可将

液晶分为热致(Thermotropic)液晶和溶致(Lyotropic)液晶，再根据温度不同将热致液晶通常分为向列相

(nematic)液晶、近晶相(sematic)液晶等。向列相是液晶相中最普遍的相，向列相分子具有长程定向排序的

性质和局部各向异性，一般由刚性分子来描述。 
向列相与各向同性之间的相变引起许多有趣的数学问题。描述向列相–各向同性界面有两种经典方

法，一种是在分离向列相和各向同性相的界面上运用匹配的边界条件来控制，从而求解微分方程[1] [2]。
另一种方法是使用相场模型[3] [4]。[5]研究了一维各向同性–向列相界面的静力学与动力学。对于高维

的情况，通过渐近展开法，[6]导出了由平均曲率流演化的分离各向同性–向列相区域的界面。若考虑形

式的 Landau-de Gennes 能量，其中弹性系数对各向同性–向列相界面的影响已有多项研究。[6]通过形式

匹配渐进展开导出了强锚定条件下的尖锐界面极限。进一步，[7]严格证明了 Landau-de Gennes 理论框架

下的 Nematic-Isotropic 尖锐界面极限以及非惯性 Beris-Edwards 模型与尖锐界面极限模型之间光滑解的收

敛关系。 
本文主要是围绕具有奇异势的 Q-张量梯度流讨论两相之间尖锐界面问题。Landau-de Gennes 理论是

唯像的，而从 Osagar 分子理论推导出的新 Q-张量形式的能量泛函是基于微观统计物理，优点在于其自由

能系数拥有很强的物理背景(更多细节请参考[8])。推导界面极限的思路主要参考[6]和[9]。向列相与各向

同性之间的相变现象，可由相场变量(或序参量) Q 来描述，该序参量为分子指向分布函数 ( ),f x m 的对称

迹零的二阶矩： 

( ) ( )2

1x , d ,
3

Q f = − 
 ∫ mm I x m m


 

其中序张量 Q 的物理限制为其特征值需满足以下条件： 

( ) 1 2, , 1 3.
3 3i Q iλ  ∈ − ≤ ≤ 

 
 

由能量达到极值时所发生的相变，相变区域可用一个光滑的过渡区域来模拟，在过渡区域外呈两种

相，序参量在不同相的取值不同。 
我们引入从 Osagar 分子理论推导出的 Q 张量形式的能量泛函[8]： 

( ) ( ) ( ), , ,b eQ Q Q Q Q∇ = + ∇    

体积能 ( )b Q 和弹性能 ( ),e Q Q∇ 为 

( ) 2ln : d
2b Q QQ Z Q B Qα = − + − 

 ∫ x
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ){ }2
1 2, d ,

2e i ik j jk i jk j ikQ Q L Q L Q Q Q Qε
∇ = ∇ + ∂ ∂ + ∂ ∂∫ x  

其中 1 2,L L 为弹性系数， QZ 为 
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( )2 exp : d .Q QZ B= ∫ mm m


 

以及我们将能量泛函的一阶变分表示为 

( ) ( ):b
Q

Q
B Q Q

Q
δ

α
δ

= − =


  

( ) ( )( ) ( )1 2 , , : ,e
ij ik jk jk ik

ij

Q
L Q L Q Q Q

Q
δ
δ

 
= − ∆ + + = 

 


  

2. Bingham 封闭近似与体积能的临界点 

在从分子理论推导 Q-张量模型过程中，需要用有限个力矩来封闭密度分布函数 f，这时就需要选择

一个良好的封闭近似。[8]选取 Bingham 封闭近似来保证能量耗散，并且重构非负的分布函数，还可以减

少计算量。以下为 Bingham 封闭近似的数学描述： 

给定 ( ) 1 2| , ,1 3
3 3phy iQ Q Q iλ  ∈ = ∈ − ≤ ≤  

  
 ，求 QB ∈，使得 

( )
( )2

2

exp :1 d .
3 exp : d

Q

Q

B
Q

B
 − =  ′ ′ ′ ∫

∫
mm

mm I m
m m m



 

关于 Bingham 封闭近似的一些性质，可参考[8]。基于分子理论的 Q-张量模型的体积能密度函数为 

( ) 2
bulk

1ln : ,
2Q QF Q Z B Q Qα− + −  

则体积能的临界点满足 

( )bulk 0.Q

F Q
B Q

Q
α

∂
= − =

∂
 

命题 1 ([8], [10])：令η为方程的解， 

2

2

1

0

3e 3 2 .
e d

η

ητ

ηη
ατ

= + +
∫

                                 (1) 

则 

210, , .
3Q QB Q Bα η  − = = − ∈ 

 
nn I n   

存在一个临界点 * 0α > 使得 
1) 当 *α α< ， 0η = 为方程(1)的唯一解； 
2) 当 *α α= ，除 0η = 之外，方程(1)存在另一个解 *η η= ； 
3) 当 *α α> ，除 0η = 外，(1)还有 *

1 2η η η> > 两个解。 

命题 2 ([11], [12])：选取 1η η= ，令
21

0
e dk x

kA x xη= ∫ 。当 *η η> ， 

2
2 0 2 0 4 2 4 03 2 5 0, 6 5 0.A A A A A A A A+ − > − − >  

并且定义 

( )2 0
2 4 4 2 0

0 0

3 1, 35 30 3 .
2 8

A A
S S A A A

A A
−

= = − +  
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若
0 0QB Qα= ，我们有 

00 2 0
1 1, .
3 3QQ S B B η   = − ≡ = −   

   
nn I nn I  

3. 线性化算子 

本小节引入线性化算子，它在后续推导中起到重要作用。 

对于给定的指向矢 ( ),tn x ，在局部临界点 0 2
1nn
3

Q S  = − 
 

I  (即 ( )0 0Q = )处的线性化算子

( )0 0Q′ = 表示为 

( )( ) ( ) ( ) ( )0 1 2 3
1 2: nn : ,
3 3

Q Q Q Q Q Q Qψ ψ ψ α   ′ = − + ⋅ + ⋅ − + −   
   
nn I nn nn nn I  

其中系数 ( )1 3i iψ ≤ ≤ 可唯一确定，具体见[8]中(4.6)。 
将 ( )( )0 1 2,Q Q Q′′ 表示为 

( )( ) ( ) ( )( )0 1 2 0 1 2 0 20

1, : lim .Q Q Q Q Q Q Q Q
ε

ε
ε→

′′ ′= + −    

直接计算可得 

( )( ) ( ) ( )

( )

0 1 2 2 1 2 1 2

2
1 2 2 1 1 2

2

1, : :
3

2 : .
3

Q Q Q Q Q Q Q

Q Q Q Q Q Q
S

ψ

ψ

  ′′ = + −  
  

 + ⋅ + ⋅ − 
 

nn nn I

I


                  (2) 

观察[11]中命题 6 可知 

命题 3：若 0 2
1
3

Q S  = − 
 
nn I 为局部临界点，则线性化算子 ( )0Q 的核空间为： 

( ) { }0ker :Q ⊥ ⊥ ⊥′ = + ∈ nnn n n n   

其中 { }3: 0⊥= ∈ ⋅ =∣n n n n 。 

4. 尖锐界面极限 

考虑Qε 的梯度方程: 

( ) ( ) ( )2

, 1
t

Q Q
Q Q Q

Q

ε
ε ε ε

ε

δ
δ ε

∇
∂ = = − −


                          (3) 

当 ε 很小时，存在一个宽为 ε 的过渡区。光滑界面 ( )tΓ 将区域分成两块 ±Ω ，在 +Ω 中呈向列相，在 −Ω

呈各向同性相。我们可以对解 Q 在远离相变区域时进行外展开，在相变区域内进行内展开。

 
4.1. 外展开 

我们在 ±Ω 中，对Qε 进行形式展开：

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 22, , , , .Q t x Q t x Q t x Q t xε ε ε± ± ±= + + +  

由泰勒展开可得 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )0 0 1 0 0 1 12 (2) 31 ,
2

Q Q Q Q Q Q Q Q Q Oε ε ε ε± ± ± ± ± ± ± ±
 ′ ′ ′′= + + + + 
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将以上展开式代入方程(2.1)，再根据 1 0 1, ,ε ε ε− 进行整理得到以下相应两个方程： 

( ) ( )( )01 : 0,O Qε −
± =                                  (4) 

( ) ( )( ) ( )0 11 : 0,O Q Q± ±′ =                                 (5) 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 2 1 1(0)1: , .
2tO Q Q Q Q Q Q Qε ± ± ± ± ± ± ±′ ′′∂ = − −                  (6) 

一方面由定义可知，(4)等同于 ( )0Q± 是临界点，由命题 1 可知 ( ) ( )0 0
2

1 , 0
3

Q S Q+ −
 = − = 
 
nn I 。并且容易

推出 
( ) ( )0 1 0Q Q− −= = =  

另一方面由方程(5)可知， ( ) ( )( )0 0kerQ Q+ +′∈  。则由命题 3 可知 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 , , , , , , , .Q t x t x t x t x t x t x⊥ ⊥ ⊥
+ = + ∈ nn n n n n   

为了在方程(6)中 ( )2Q+ 的可解性，需要 
( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )0 0 0 2 0kertQ Q Q Q Q± ± ± ± +′ ′∂ − + ⊥    

成立，由式(2)直接有 

( )( ) ( ) ( ) ( )( )0 1 1 02
2

2

1 2, 2 2 ker
3 3

Q Q Q Q
S
ψ

ψ ⊥ ⊥
+ + + +

   ′′ ′= − + + − ⊥   
   
nn I nn n n I             (7) 

所以，我们仅需要以下等式成立 
( ) ( )( ) ( )0 0 : 0,tQ Q ⊥
+ +

⊥∂ − + = ∀ ∈ nnn n n n                          (8) 

类似[9]中引理 3.2 的证明，则式(8)可推导出以下指向矢 n的演化方程： 

( )2
22 0,tS× + =n n h  

其中
( ),Eδ
δ

∇
= −

n n
h

n
， ( ),E ∇n n 为 Oseen-Frank 能，其定义如下： 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )222 2 231 2 2 4 tr ,
2 2 2 2

kk k k kE +
= ∇ ⋅ + ⋅ ∇× + × ∇× + ∇ − ∇ ⋅n n n n n n n  

它的弹性系数分别为 

( ) 2 2 2
1 3 1 2 2 2 1 2 4 2 22 , 2 , .k k L L S k L S k L S= = + = =  

若令 1 21, 0L L= = ，则弹性系数变为 
2 2

1 3 2 2 2 42 , 2 , 0,k k S k S k= = = =  

代入能量泛函及它的一阶变分便得 
22 2

2 2, 2 .E S S= ∇ = − ∆n h n  

4.2. 内展开 

接下来将 εQ 在相变过度区域进行展开，并定义ϕ 为符号距离且
( ),t x

z
ϕ

ε
= ，则我们有 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 22, , , , , , , .Q t x Q t x z Q t x z Q t x zε ε ε= + + +  

  

分别代入可直接得到 
( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

0 1 01

0 1 0 02 1 2
1 2

0 0 1 0 0 1 12 (2) 3

,

, , , , 1 ,

1 , ,
2

t t z t z t

zz zz x z z

Q Q Q Q O

Q Q Q Q Q O

Q Q Q Q Q Q Q Q Q O

ε

ε

ε

ε ϕ ϕ ε

ε ϕ ε ϕ ϕ ϕ

ε ε ε

−

− −

= + + +

= ∇ + ∇ + ∇ ∇ + ∇ +

 ′ ′ ′′= + + + + 
 

  

   

       

    

    

 

其中 

( )( ) ( )
( )( ) ( )
( )( ) ( )

2
1 2

1 1 2

1 1 2

, ,

, 2 ,

, 2 .

kl km m l lm m kkl

x i kl i m km l l km m m lm k k lm mkl

x i kl i m km l l km m m lm k k lm mkl

Q L Q L Q Q

Q L Q L Q Q Q Q

Q L Q L Q Q Q Q

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

∇ = ∇ + ∂ ∂ + ∂ ∂

∇ ∇ = ∂ ∂ + ∂ ∂ + ∂ ∂ + ∂ ∂ + ∂ ∂

∇ ∇ = ∂ ∂ + ∂ ∂ + ∂ ∂ + ∂ ∂ + ∂ ∂

   

    

     







 

则由方程(3)可知， 2 1,ε ε− − 所对应的方程分别为 

( ) ( )( ) ( )( )0 02 : , 0zzO Q Qε ϕ− − ∇ + =                             (9) 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )0 0 1 0 0 01 2
1 2: , , , .zz t z x z zO Q Q Q Q Q Qε ϕ ϕ ϕ ϕ− ′− ∇ + = − + ∇ ∇ + ∇                (10) 

我们假设当 z →∞时有 
( ) ( ) ( ) ( )0 0, , ,Q t x z Q t x±→  

( ) ( ) ( ) ( )0 1, , 0, , , 0.z zQ t x z Q t x z→ →   

对方程(10)两端与 ( )0
zQ 作内积，其左端由 ( )( )0 0Q± = 和方程(9)，并在 ( ),−∞ +∞ 上分部积分可得 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )
( )( ) ( )( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )

1 0 1 0

1 0 0 0 1

0 0 1 0 1 0 1

, : d

, : : d

, : d : :

0.

zz z

zz z z

zz z

Q Q Q Q z

Q Q Q Q Q z

Q Q Q z Q Q Q Q

ϕ

ϕ

ϕ

+∞

−∞

+∞ ′

−∞

+∞

+ + − −−∞

′− ∇ +

= − ∇ +

= ∇ − + −

=

∫

∫

∫

   

    

  

 

 

   

            (11) 

由ϕ 与 z 无关，则方程(11)右端可化简为 
( ) ( )( ) ( )( )( ) ( ) ( )0 0 0 02

1 2, , : d ,t z x z z z tQ Q Q Q z c Aϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
+∞

−∞
− + ∇ ∇ + ∇ = − +∇ ⋅ ∇∫                  (12) 

其中 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

20

0 0
1 2 , ,

, , , d

, , , , , , d .

z

kl kl km z ml z

c t x Q t x z z

A t x L c t x L Q t x z Q t x z zδ

+∞

−∞

+∞

=

= +

∫

∫



 

， 

结合左端(11)与右端(12)可得方程 

( ) 0.tc Aϕ ϕ−∇ ⋅ ∇ =                                   (13) 

若令 1 21, 0L L= = ，则方程(13)变为： 

( ) 0tc cϕ ϕ−∇ ⋅ ∇ = ，                                (14) 
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并且 ( )0Q 满足 
( ) ( )( )0 0 0zzQ Q− + =  .                                   (15) 

若(15)的解为单轴 ( ) ( ) ( )2
1, ,
3

S z t x t x − 
 
n n I ，则 ( )2S z 满足以下隐式方程 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2( ) 0, 0, ,S z F S z S S S′′− + = −∞ = +∞ =  

其中 ( )( )2F S z 为 ( )2S z 的隐函数。 
因此 ( ),c t x 与 ( ),t x 无关，方程(14)可简化为平均曲率流[12]： 

0tϕ ϕ−∆ =                                    (16) 

并且由符号距离满足
2 1ϕ∇ = ，对(10)利用(16)可得 

( ) ( )( ) ( ) ( )1 0 1 02 .zz zQ Q Q Qϕ′− + = ∇ ⋅∇                              (17) 

为推导出界面跳跃条件，我们定义算子 ( )( ) def 
0

I zzL Q′= − ∂ +  ，记 *
IL 为算子 IL 的伴随算子。由(11)可

知 ( )0 *kerz IQ L∈ ，运用微分算子
∂
∂n

作用(17)可得 

( ) ( )( )( )
( )( ) ( )( ) ( )

( )

0 0

0 0 0

0

0 zz

zz

I

Q Q

Q Q Q

L Q

= ∂ +

′= ∂ + ∂

= ∂

 

  



n

n n

n



  

则 ( )0 *
IQ L∂ ∈

n 。我们再用式(17)与 ( )0Q∂ 

n 作乘积并在 ( ),−∞ +∞ 上积分得 
( )( ) ( ) ( )( ) ( )1 0 0 0d 2 dI zL Q Q z Q Q zϕ

+∞ +∞

−∞ −∞
⋅∂ = ∇ ⋅∇ ⋅∂∫ ∫   

n n  

可直接得到 
( )( ) ( )0 00 2 dzQ Q zϕ

+∞

−∞
= ∇ ⋅∇ ⋅∂∫  

n                              (18) 

将 ( ) ( )0
2

1
3

Q S z  = − 
 

 nn I 代入(18)简单计算后便推出 

0ϕ∇ ⋅∇ =n . 

这样，对于 Γ上的单位法向量ν ，以及尖锐界面 ( )tΓ 由平均曲率流(16)决定，推导出了 n在尖锐界面

上满足黎曼条件： 

( )0, ,tν ⋅∇ = ∀ ∈Γn x  

将外展开与内展开结合，我们就可以从(3)得到 Q-张量梯度流的尖锐界面模型： 

( )
( )

2 , ,

0, .
t t

tν

+− ∆ = ∇ ∀ ∈Ω

⋅∇ = ∀ ∈Γ

n n n n x

n x
                             (19) 

5. 结语 

本文从具有奇异势的 Q-张量梯度流出发，当 ε 足够小时，对梯度方程运用渐进匹配展开法。在过渡

区域外进行外展开，在过渡区域内进行内展开，推导出具有奇异势的 Q-张量梯度流的尖锐界面模型，其

中包括液晶指向矢 n的演化方程以及界面跳跃条件。 
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