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摘  要 

在智能体具有时间不一致性偏好的条件下，用生存分析中的生存函数和风险率刻画折现函数，使用跳跃–

扩散过程对强化学习中的环境状态建模，探讨跳跃过程对值函数和偏好逆转时间的影响。研究表明：1) 跳
跃–扩散过程下值函数与时间高度相关，且发生偏好逆转的时间会提前。2) 跳跃幅度服从同一分布时，

随着泊松过程的强度增大，值函数的值也会越大，发生偏好逆转的时间会越早。3) 在同一泊松过程强度

下，当跳跃幅度服从正态分布时，值函数的值最大，发生偏好逆转的时间最早。这些结论为决策者预测

识别潜在的突发事件，从而采取相应的预防措施提供重要参考。 
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Abstract 
Under the condition of agents having time-inconsistent preferences, this study characterizes the 
discount function using survival functions and hazard rates from survival analysis. It models the 
environmental state in reinforcement learning using jump-diffusion processes and explores the 
impact of jump processes on value functions and the time of preference reversal. The study indi-
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cates that: 1) Under the jump-diffusion process, value functions are highly correlated with time, 
and the time of preference reversal is advanced. 2) When jump amplitudes follow the same dis-
tribution, with an increase in the intensity of the Poisson process, the value of the value function 
also increases, and the time of preference reversal occurs earlier. 3) Under the same intensity of 
the Poisson process, when jump amplitudes follow a normal distribution, the value of the value 
function is maximized, and the time of preference reversal is earliest. These findings provide im-
portant references for decision-makers to predict and identify potential sudden events and take 
corresponding preventive measures. 

 
Keywords 
Reinforcement Learning, Jump-Diffusion Process, Time-Inconsistency, Hamilton-Jacobi-Bellman 
Equation 

 
 

Copyright © 2023 by author(s) and Hans Publishers Inc. 
This work is licensed under the Creative Commons Attribution International License (CC BY 4.0). 
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/ 

  
 

1. 引言 

强化学习方法起源于动物心理学的相关原理，模仿人类和动物学习的试错机制，是一种通过与环境

交互，以获得最大累积期望回报的方法。强化学习通常使用指数函数对未来的奖励进行折现，以实现理

论上的收敛。然而由于强化学习中奖励的延迟机制，通常会导致时间不一致性。来自神经科学、心理学

和经济学的研究也表明，双曲折现模型可以更好地捕捉人类和动物的时间偏好。 
作为双曲时间偏好的一个例子，考虑以下情境：假设一个陌生人向你提出一个交易。他立即给你 100

美元，没有风险，但如果你可以等到明天，他承诺给你 110 美元。由于没有进一步的信息。许多人对这

位潜在的捐助者持怀疑态度，选择立即获得 100 美元，因为未来的承诺会有风险。然而，在另一个交易

中，他承诺 365 天内给你 100 美元，366 天内给你 110 美元。在这个交易中，许多人选择 110 美元。实

际上贴现率已经进一步下降了，这表明人们相信，如果在 365 天没有违背承诺，那么在 366 天不太可能

被违背[1]。 
指数折现在这些选择之间总是保持一致，而双曲折现可以显示出时间偏好逆转。这种时间偏好之间

的差异可能被认为是不合理的。然而，这种行为在数学上与智能体对环境中的风险率保持一定不确定性

是一致的，奖励根据主体可能会遭受风险而被折现的可能性来进行计算，因此主体可能无法幸存以获得

奖励[2]。强化学习环境也具有风险的特征，同时风险可能会随着值函数和策略的变化而变化。 
纵观该领域的研究，已有不少研究成果。Alexander 等[3]定义了一个学习算法，双曲贴现时间差分学

习，它构成了双曲模型的递归公式。Alia 等[4]研究了具有随机跳跃的随机微分方程驱动的时间不一致随

机控制模型，在博弈论框架中表述时间不一致的问题，并寻找在时间不一致性下的时间一致的纳什均衡

解。Schultheis 等[5]研究了非指数折现下的强化学习，将环境的状态过程建模为扩散过程，并提出了一种

任意折现函数下的强化学习方法。Nafi 等[6]研究了双曲折现对泛化任务的影响，并提出了强化学习中的

泛化双曲贴现。Ali 等[7]论述了非指数折现函数对强化学习中智能体学习的影响，并研究其对多智能体系

统和泛化任务的影响，同时指出使用非指数折现对强化学习的必要性。Kwiatkowski 等[8]提出广义优势

估计，允许以任意折扣计算优势值直接应用于现代策略行为批评算法。这些研究结果都表明，利用强化

学习进行决策优化时，不能简单认为智能体是时间一致性的。 
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本文的主要贡献和创新体现为以下两点：第一，从研究方法上看，使用生存分析中的生存函数和风

险率刻画折现函数，这种方法可以表示一般的折现函数，包括指数折现和非指数折现两种情况。从研究

内容上看，使用跳跃–扩散过程对强化学习中的环境状态建模，研究跳跃–扩散过程下值函数和发生偏

好逆转时间的变化。通常，使用跳跃–扩散过程建模具有不连续变化的变量，比如突发事件的冲击，这

为决策者预测识别潜在的突发事件，从而采取相应的预防措施，也为开发出更具稳定性和适用性的算法

提供有益的参考。 

2. 理论分析 

生存分析中涉及两个重要的概念生存函数和风险率。使用生存函数表示折现函数，风险率则表示未

来的奖励无法实现的风险[2]。当假设风险率 ( )tα λ= 为常数时，主体以指数函数的方式进行折。当假设

风险率是一个恒定但未知的量 λ 时，其概率分布假设为 ( ) ( )0 0; ,p Gammaλ λ α β= ，就可以得到关于预期

生存函数的双曲形式。使用生存函数和风险率可以准确刻画指数折现和双曲折现的情况，能满足智能体

具有时间不一致性的要求。 
强化学习是在马尔科夫决策过程框架下进行的，跳跃–扩散过程是马尔科夫决策过程。使用跳跃–

扩散过程建模强化学习中的环境状态是合理的。 

3. 模型构建 

3.1. 环境模型 

考虑一个具有跳跃的状态空间 nR 和有限的行动集 U 的随机控制系统[9]，使用生存函数 ( )S t 和基于

时间依赖的风险率 ( )tα 刻画折现函数。这样生成的值函数是依赖于时间的。在强化学习中，将环境状态

建模为由泊松过程驱动的具有跳跃的几何布朗运动，环境状态模型可表示如下： 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )d , , d , , d , , dX t f X t u t t t G X t u t t W t h X t u t t P t= + +            (1) 

其中， 0t R+∈ ， :f X U X× → 是漂移函数， : mG X U X R× → × 是方差矩阵， ( )W t 是 n 维布朗运动，

: nh X U R× → 是泊松过程跳跃的幅度， ( )P t 是泊松过程。 
强化学习的目标是最大化长期奖励，因此将总的期望折现奖励作为智能体在执行策略时的预期的累

积奖励： 

[ )( ) ( ) ( ) ( )( )0, 0
, , dJ u E S R X uτ τ τ τ τ

∞

∞
 =   ∫                          (2) 

其中，将预期回报定义为在某个状态或者状态–动作对下，根据当前策略和未来奖励的期望累积回报。

值函数度量了智能体在达到某个状态或状态–动作对后，预期能够获得的累积奖励。智能体在特定状态

或状态–动作对下采取特定策略时的长期回报期望可表示如下： 

( )
[ )

( )
( ) ( ) ( )( ) ( )*

,
, max , ,

tu t

S
V x t E R X u X t x

S t
τ

τ τ τ
∞

∞

 
= = 

  
∫                     (3) 

其中， ( ) ( )S S tτ 表示在时间 τ之后存活到时间 t 的概率，假设个体已经在时间 t 存活。等式(3)中的值函

数和最优策略与时间相关，这表明时间在决策和优化过程中时间需要被考虑。 

3.2. 折现函数 

生存分析理论涉及两个基本概念，即生存函数和风险率。在生存分析中，对事件发生前的持续时间
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非常感兴趣[10]。考虑单个事件时，可以将其持续时间描述为一个连续随机变量 T，事件持续时间的累积 
分布函数可以表示为 ( ) ( )F t P T t= ≤ ，其中 0t R+∈ 表示持续的时间。同时，使用概率密度函数 ( )f x 描述

该持续时间的分布特征。一般情况下， ( )F t 作为失效函数已知，并且定义生存函数为

( ) ( ) ( )1S t F t P T t= − = > 。生存函数单调递减，并且满足 ( )0 1S = 和 ( )lim 0t S t→∞ = 。 

通过条件概率准则，可以得到 1 0t t> ， ( ) ( ) ( )1 0 1 0P T t T t S t S t> > = 。这表明，在给定事件已经持续 0t

的情况下，事件持续到 1t 的概率等于这两个时刻的生存函数的比值。 
风险率 ( )tα 定义为在给定T t≥ 的条件下，单位时间内事件发生的概率。具体而言， 

( ) ( )
0

1lim
t

t P t T t t T t
t

α
→

= ≤ < + ∆ ≥
∆

，风险率和生存函数之间的关系为： 

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

( ) ( )( )
0

0

1lim

exp d

t

t

S t S t t S t
t

t S t S t

S t

α

α τ τ

→∆

− +
= −

= −

′∆
∆

=

∫
                          (4) 

考虑智能体获得单一奖励并对环境表现出一种时间偏好，将奖励值 r 建模成一个函数 0:L R R R+× → ，

其中 ( ) ( ),L r t S t r= ⋅ ， ( )S t 是随时间递减的折现函数， 0t R+∈ 将 ( )S t 视为生存函数，存在一个风险率 ( )tα ，

表示未来的奖励无法实现的风险[2]。当假设风险率 ( )tα λ= 为常数时，智能体以指数函数的方式进行折

现，即 ( ) ( )expS t tλ= − 。当假设风险率是一个恒定但未知的量时，其信念 λ 的概率分布假设为

( ) ( )0 0; ,p Gammaλ λ α β= ，就可以得到关于预期生存函数的双曲形式： 

( ) ( ) ( )
00 0

0

1; , exp d

1

S t t p
t

αλ
α β λ λ λ

β

= − =
 

+ 
 

∫                        (5) 

使用贝叶斯法则推导出关于𝜆𝜆的后验信念，表示为 ( ) ( )0 0; ,p t Gamma tλ λ α β= + ，根据后验分布，预

期的风险率 ( )tα 由后验均值计算得出： 

( ) ( ) 0

0

dt p t
tλ

αα λ λ λ
β

= =
+∫                                (6) 

证明 见附录。 

3.3. 基本假设 

假设 1：第 2 节中定义的随机过程具有强唯一解的性质，即漂移函数 f 和方差矩阵 G 以及跳跃幅度 h
是线性增长的，并且在相同变量上是 Lipschitz 连续[11]。即存在常数 0K > ，对所有的 ( ), n nx y R R∈ × 和

( ) [ ], 0,u t U T∈ × ，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2, , , , , , , , , , , ,f x u t f y u t G x u t G y u t h x u t h y u t K x y− + − + − ≤ −  

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 20, , 0, , 0, , 1f u t G u t h u t K u+ + ≤ +  

假设 2：值函数通常不够平滑，以满足“经典”意义上的解。因此，考虑使用粘度解，它在适当的

广义意义上满足 HJB 方程。解存在的一个充分条件是 f 和 G 有界，关于 x 和 t 具有有界连续的一阶导数。

函数 R 和 S 是多项式增长的[12]。 
即存在常数 0K > ，有对所有的 nx R∈ 和 ( ) [ ], 0,u t U T∈ × ，有 
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( ) ( )
( ) ( )

2

2

, 1

1

R u t K u

S x K x

≤ +

≤ +
 

假设 3：等式(2)中的积分是收敛的，对具有双曲折现函数的情况时，以下定理成立： 
定理 1：对于等式(5)中的双曲折现函数，如果奖励函数 ( ), ,R x u t 对于所有的 ( ) 0, ,x u t X U R+∈ × × 有上

界，并且 0 1α > ，那么方程 (3)中的值函数是符合定义的。如果奖励函数 ( ), ,R x u t 对于所有的

( ) 0, ,x u t X U R+∈ × × 有下界，并且 0 1α ≤ ，那么方程(3)中的值函数不符合定义。 

证明 见附录。 

3.4. HJB 方程的推导 

这里简要概述一般折现函数的 HJB 方程的推导。首先，将等式中的积分分割成两项，从而得到值函

数的递归形式： 

( )
[ ]

( )
( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )* *

,
, max , , d ,

t t

tu t t t

S S t t
V x t E R X u V X t t t t X t x

S t S t
τ

τ τ τ τ
+

+

 + ∆
= + + ∆ + ∆ = 

  
∫





     (7) 

对于第二项，利用泰勒展开和伊藤引理进行推导，得到： 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ){ }
( ) ( ) ( )( )( ) ( )( ) ( ) ( )

* * *

* *

*

* *

, , , , , d

, , , d , d

1 , , , , , d
2

, , , , d

t t
xt

t t t t
x tt t

Tt t
xxt

t t

t

V X t t t t V X t t V X f X u

V X G X u W V X

tr V X G X u G X u

V X h X u t V X P t o t

τ τ τ τ τ τ

τ τ τ τ τ τ τ τ τ

τ τ τ τ τ τ τ τ τ

τ τ τ τ τ τ

+

+ +

+

+

+ + = +

+ +

+

+ + ∆−

∆

+

∆ ∫

∫ ∫

∫

∫



 





       (8) 

将等式(8)代入等式(7)，两边同时除以 t∆ ，并取极限 0t∆ → ，计算关于 ( )W t 的期望，可以得到所需

的 HJB 方程： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){
( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) }

* * *

[

1

,

*

]

*

*, ,

, max , , , , , ,

1 , , , ,

,

,

,

2

t xu t t t

T

m
k

x

k

x

k

t V x t R x u t V x t V x t f x u t

tr V

t V x h x

x t G x u t G x u t

u t t V x tλ

α
+

=
 + +

+

−

= +



+

∑



                  (9) 

( )tα 代表生存函数对应的风险率，将 HJB 方程等式(9)的右边关于动作没有最大化时定义为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )

* *

*

* *
1

, , , , , , , ,
1 , , , , ,
2

, , , ,

t x

T
xx

m
k kk

Q x u t R x u t V x t V x t f x u t

tr V x t G x u t G x u t

t V x h x u t t V x tλ
=

= + +

+

 + + − ∑

 

因此所求的值函数表示为 ( )* ,V x t ，最优策略表示为 ( ) ( )* , , ,ux t argmax Q x u tπ = 。 

推导 见附录。 

3.5. 求解 HJB 方程 

基于配点法[13] [14] [15] [16]求解等式(9)，首先将其重新表述为： 

https://doi.org/10.12677/orf.2023.135520


张娅 
 

 

DOI: 10.12677/orf.2023.135520 5182 运筹与模糊学 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) }1

, , , max , , ,

1, , , , , , , ,
2

, , , ,

tu

T
x xx

m
k kk

E V x t t V x t R x u t V x t

V x t f x u t tr V x t G x u t G x u t

t V x h x u t t V x t

α

λ
=

= − + +

+ +

 + + − ∑

               (10) 

使用值函数 ( ),V x tψ 近似最优值函数 ( )* ,V x t ，其中参数ψ 通过对状态 ˆix 和时间 ît 随机采样，关于ψ

最小化 ( )2ˆˆ, ,i ii
E V x tψ∑ 获得。选择神经网络作为函数逼近器，偏导数 ( ),xV x tψ ， ( ),tV x tψ ， ( ),xxV x tψ 可以

通过自动微分直接计算得到。由于 t 不是有界的，t 需要被重新参数化，因此将所有的 t 映射到区间 [ )0,1 。 

具体的做法如下： 
假设一个有界的状态空间 X R∈ ，从这个状态空间随机均匀地采样𝑥𝑥�𝑖𝑖，时间点 0ît R+∈ 从指数分布中采

样，让 ( )ˆ 0,1iy U ，然后计算 ( )ˆ ˆlog 1i it y λ= − − ，为了将一个标准化的时间值输入网络，使用 ˆiy 而不是 ît
作为网络的输入，用 ( ),V x y 表示依赖于 y 的值函数网络。可以通过 ( ) ( )1 expy t tλ= − − 计算一个特定的时 

间值 t 的表示。当计算偏导数 tV 时，必须考虑再参数化。根据链式法则，有： 

( ) ( ) ( ), ,t y tV x t V x t y t=   

根据所选变量的参数化，有以下结果： 
( ) ( )expty t tλ λ= −  

4. 数值例子 

使用一个投资问题作为数值模拟实验的案例[5]。在这个问题中，一个主体需要决定将其的收入投资

到银行账户以获得未来的奖励，或者即时消费作为即时奖励。将状态建模为银行账户的当前余额和当前

利率，当主体选择消费时，主体会获得利率为 0.1 的奖励，但账户的余额保持不变。当主体选择投资时，

银行账户的余额以 0.1 的利率增加，但没有额外的奖励。在这两种情况下，主体通过利息获得奖励。奖

励与银行账户的当前余额成比例。假设利率根据跳跃–扩散模型随时间变化，并且为了使状态有界，对

账户余额引入一个最大余额的限制。具体模型的描述如下： 
状态空间 [ ] [ ]0,1 0,1X = × ，账户余额和利率建模为 ,b ix x x=     

行动空间 { }u = 消费，投资  

动态模型 

( )
[ ]
[ ]
0,0      

,
0.1,0   

T

T

u
f x u

u

= 


如果 是消费

如果 是投资
 

( ) 0 0
,

0 0.01
G x u

 
=  
 

 

奖励函数 

( ) ( ) ( ), x uR x u R x R u= +  

( ),x
b i b iR x x x x= ⋅    

( ) 0.1    
=

0       
u u

R u
u





如果 是消费
如果 是投资

 

风险率 0 3α = ， 0 1β =  
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5. 数值结果及讨论 

5.1. 风险率和生存函数 

在投资问题中， 0 3α = ， 0 1β = ， 3λ = 。即双曲折现条件下的风险率为 ( ) 1
1

t
t

α =
+

，生存函数为

( )
( )3

1
1

S t
t

=
+

。指数折现下的风险率为 3，生存函数为 ( ) ( )exp 3*S t t= − 。以下是风险率和生存函数图： 

 

 
(a) 风险率 

 
(b) 生存函数 

Figure 1. Hazard rate and survival function 
图 1. 风险率和生存函数 
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从图 1 中可以看出，双曲折现函数的风险率呈递减的趋势，随着时间的变化，风险率越来越低。指

数折现的风险率保持不变。用生存函数刻画双曲折现和指数折现函数时，两种折现函数的递减趋势相同。 

5.2. 跳跃过程对值函数和发生偏好逆转时间的影响 

使用双指数分布建模跳跃幅度，其中双指数分布的参数为 ( )0.13,0.14x Laplace − ，泊松过程的强度

0λ = 和 0.5λ = 。 
图 2 给出了当 0λ = ，即环境被建模为扩散过程时，双曲折现和指数折现下的结果。从图(a)可以看到

随着账户余额的增加，值也会增加。因为余额增加，通过利息获得的预期回报会增加。随着时间的推移，

值会进一步增加，因为当风险率比较低时，人们预期能够长期获得回报。图(b)和图(c)展示了学习到的策

略和 Q 函数。在开始阶段，消费是有利的，但当风险相对较低时，投资变得更加吸引人，从而引发偏好

逆转的现象。图(d)和图(e)展示了指数折现下的值函数和 Q 函数，由于风险率保持不变，可以看到值函数

和 Q 函数不显示偏好逆转，并且随着时间保持不变，因此人们的偏好逆转不发生改变。 
 

 
(a) 值函数 

 
(b) 最优策略 
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(c) Q 函数 

 
(d) 值函数 

 
(e) Q 函数 

Figure 2. Value Function, Optimal Policy, and Q-function under Hyperbolic and Exponential Discounting when λ = 0 
图 2. λ = 0 时，双曲折现和指数折现下的值函数、最优策略、Q 函数 
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图 3 给出了 0.5λ = ，即环境被建模为跳跃–扩散过程时，跳跃幅度为双指数分布时，双曲折现和指

数折现下的结果。从图(a)可以看到环境被建模为跳跃–扩散过程时，账户余额基本保持不变，值函数与

时间高度相关，并且在一定的时间范围内，值函数大小不发生变化。图(b)和图(c)展示了学习到的策略和

Q 函数。在开始阶段且账户余额小于 0.7 时消费是有利的，但当风险相对较低时，投资变得更加吸引人，

从而引发偏好逆转的现象，并且与环境被建模为扩散过程相比，偏好逆转发生的时间较早。图(d)和图(e)
展示了指数折现下的值函数和 Q 函数，可以看到值函数和 Q 函数同样不显示偏好逆转，并且随时间保持

不变。 
 

 
(a) 值函数 

 
(b) 最优策略 
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(c) Q 函数 

 
(d) 值函数 

 
(e) Q 函数 

Figure 3. Value Function, Optimal Policy, and Q-function under Hyperbolic and Exponential Discounting when λ = 0.5 
图 3. λ = 0.5 时，双曲折现和指数折现下的值函数、最优策略、Q 函数 
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5.3. 不同强度的泊松过程对值函数和发生偏好逆转时间的影响 

使用双指数分布建模突发事件的跳跃幅度，其中双指数分布的参数为 ( )0.13,0.14x Laplace − ，泊松

过程的强度 1.5λ = 和 3λ = 。 
图 4 给出了跳跃幅度为双指数分布时， 1.5λ = 和 3λ = ，双曲折现下的结果。从图(a)看出，值函数与

时间高度相关，账户余额基本保持不变。从图(d)看出，值与时间高度相关，在时间区间[3.5, 4.1]上，随

着账户余额的增加，值函数的值也增加。可以看出，泊松过程的强度越大，值函数的范围越大。图(b)、
图(c)和图(e)、图(f)展示了两种强度下的策略和 Q 函数。可以看出在开始阶段且账户余额小于 0.7 时消费

是有利的，当风险相对较低时，投资变得更加吸引人，从而引发偏好逆转的现象，并且泊松过程的强度

越大，偏好逆转发生的时间越早。 
 

 
(a) 值函数 

 
(b) 最优策略 
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(c) Q 函数 

 
(d) 值函数 

 
(e) 最优策略 
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(f) Q 函数 

Figure 4. Value Function, Optimal Policy, and Q-function under Hyperbolic Discounting for λ = 1.5 and λ = 3 
图 4. λ = 1.5 和 λ = 3 时，双曲折现下的值函数、最优策略、Q 函数 

5.4. 同一强度下不同分布的跳跃幅度对值函数和偏好逆转时间的影响 

使用正态分布、指数分布、双指数分布建模跳跃幅度，其中跳跃幅度 ( )h ⋅ 服从正态分布的参数为

( )0.13 0.14x N − ， ，跳跃幅度 ( )h ⋅ 服从指数分布的参数为 ( )exp 0.13x  ，跳跃幅度 ( )h ⋅ 服从双指数分布的

参数为 ( )0.13,0.14x Laplace − 。 

图 5(a)、图 5(d)、图 5(g)展示了跳跃幅度的分布分别为正态分布、指数分布、双指数分布下的值函数，

可以看出值函数与时间高度相关，在时间区间[3.2, 6]上，随着账户余额的增加，值函数的值也增加。 
图 5(b)、图 5(c)和图 5(e)、图 5(f)和图 5(h)、图 5(g)展示了三种分布下的策略和 Q 函数。可以看出跳

跃幅度为正态分布时，在开始阶段且账户余额小于 0.6 时消费是有利的，但当风险相对较低时，投资变

得更加吸引人，从而引发偏好逆转的现象。当跳跃幅度为指数分布和双指数分布时，在开始阶段且账户

余额小于 0.64 时消费是有利的，但当风险相对较低时，投资变得更加吸引人，从而引发偏好逆转的现象。

同一强度下的跳跃幅度，当跳跃幅度为正态分布时，偏好逆转发生的时间更早。 
 

 
(a) 值函数 
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(b) 最优策略 

 
(c) Q 函数 

 
(d) 值函数 
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(e) 最优策略 

 
(f) Q 函数 

 
(g) 值函数 
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(h) 最优策略 

 
(i) Q 函数 

Figure 5. Value Function, Optimal Policy, and Q-function under Hyperbolic Discounting for λ = 5, with Three Distributions 
图 5. λ = 5，三种分布在双曲折现下的值函数、最优策略、Q 函数 

6. 研究结论与启示 

本文首先利用生存函数和风险率刻画折现函数，其次基于跳跃–扩散过程对强化学习中的环境状态

建模。给出了使用双曲折现函数时问题的限制条件，并且推导了一个 HJB 方程，给出了要使 HJB 方程有

解，方程的限制条件。探讨了跳跃–扩散过程下值函数和发生偏好逆转时间的变化。主要的结论如下： 
第一，跳跃–扩散过程下值函数与时间高度相关且发生偏好逆转的时间提前。第二，同一分布下的

跳跃幅度，强度越大，值函数的值越大，偏好逆转发生的时间越早。第三，同一泊松过程的强度下，当

跳跃幅度的分布为正态分布时，值函数的值最大，偏好逆转发生的时间最早。最后得出，在强化学习中，

使用双曲折现函数能更好的模拟智能体做决策时的时间偏好。 
基于上述的研究结论，立足于利用强化学习进行决策优化，针对跳跃–扩散过程和本文的实验过程，

本文提出以下建议。 
第一，使用强化学习进行投资决策时，应该使用双曲折现函数，这样能更好地模拟人类的时间偏好。
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利用强化学习进行决策优化时，当环境被建模为跳跃–扩散过程时，人们最好在原来时间的基础上提前

调整自己的策略。 
第二，在推导过程中，对跳跃项的近似处理、在数值实验时固定突发事件发生的次数。这样的处理

在一定程度上会导致结果出现误差，未来的研究可以考虑更加灵活的跳跃模型，并探索使用其他方法求

解 HJB 方程，以进一步提高实验结果的可靠性和准确性。 
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