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Abstract: Two splitting least-squares mixed element methods are proposed to simulate Burgers equation in 
this paper. The advantage of this methods is that the coupled system can be split into two independent 
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methods yield the approximate solutions for the primal problems with optimal accuracy in  norm.  2L 
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摘  要：本文对 Burgers 方程提出了 Euler 型分裂的最小二乘混合元格式，该格式最大的优点是将耦合的

方程组系统分裂成为两个独立的子系统进行求解，从而在很大程度上降低了原问 题的求解难度和规模，

并通过引入适当的最小二乘泛函，得到原未知量的最优阶  2L  模误差估计。 
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1. 引言 

Burgers 方程曾被 J. M. Burgers[1]作为流体的一

类运动现象的数学模型加以研究，而且方程本身具

有流体动力学 Navier-Stokes 方程的性质，可以作为

Navier-Stokes 方程的简单模型方程，还可以作为浅

水波问题，交通流动力学等问题的数学模型，具有

广泛的应用背景。近年许多学者及工程技术人员对

其进行了深入的理论研究和数值计算，其中差分格

式居多[2]。本文用分裂型最小二乘混合有限元方法来

研究该问题。最小二乘混合有限元法的一个重要优

点就是可以通过最小二乘函数将一个非自共轭的问

题转化成一个对称正定问题，而且该方法不需要有

限元空间满足 LBB 条件[3-6]。但是用最小二乘混合元

方法求解抛物问题时，最终离散格式通常需要求解

一个耦合的方程组，在一定程度上比较复杂，而分

裂型最小二乘混合有限元法 [ 7 ]的最大优点就是能 

将耦合的方程组系统分裂成为两个独立的子系统求

解，从而极大的降低了原问题的求解难度和规模.本

文将此方法应用到 Burgers 方程中，提出了 Euler 型

分裂的最小二乘混合元格式，并通过引入适当的最

小二乘泛函，得到原未知量的最优阶  2L  模误差

估计。 

本文的主要内容为：第二部分给出了 Burgers 方

程的最小二乘形式：Euler 型格式Ⅰ及 Euler 型格式Ⅱ

（即分裂型最小二乘混合元格式）；第三部分引入适当

的最小二乘泛函，证明了问题的解存在唯一。第四部

分关于 Euler 型格式Ⅱ对未知量得到了最优阶  2L 
模误差估计。 
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本文使用Sobolev空间通常的定义和记号，  2L 

和 及相应的范数 KH   2L 
   ，  kHk 

   。M

表示一般意义上的可变正常数。 

2. 抛物方程的最小二乘形式 

考虑如下方程： 

1

1

, ( , ) (0, )

( , ) 0,( , ) (0, )

( ,0) ( ),

t x xxu uu u x t t

u x t x t t

u x x x





  
  
  

       (2.1) 

其中 为一多边形区域， 为它的 Lipschitz 连

续边界，

2R

(



)x 为已知函数， 。 1 0t

现定义如下两个 Hilbert 空间： 

 1
0V H   

    2 2 2( ) : divW L L              (2.2) 

令 为时间剖分步长，N 为整数，t t T N  ，记

，n = 0，1，2，…，N。在(2.1)式中取n t n  t nt t ，

用一阶向后 Euler 差分对其关于时间离散得： 

1
1

n n
n n nu u

u u u R
t





    


n            (2.3) 

其中
1 nn n

n u u u
R

t t

       
。可知 为 项，可

以省略。引入未知量 ，则(2.3)式变为： 

nR

n

 O t

n u  
1 1

0

n n n n n

n n

u tu t u
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  



       


 
         (2.4) 

用 1 2( )t 去乘(2.4)中的第二式，得： 
1 1

1 2

0

( ) ( ) 0

n n n n n

n n

u tu t u

t u

  

 

        

  

      (2.5) 

在求第 n 层时，我们用 a 来表示 n - 1 层上 u 的

值，可知 a 是与时间层有关的常数，不妨记为 a(t)，

且有 。至此，我们定义如下最小二乘泛

函： 

( )a a t a
  

对于 ，  , V W   

 
21 1

21 2

,

( ) ( )

n n n n n

n n

J u tu t u

t u

    

 

       

  
   (2.6) 

从 而 相 应 的 (2.5) 的 最 小 二 乘 问 题 为 ： 求

，满足：   , ,n nu V  W

,  
,

, infn n

V W
J u J

 
  

 
           (2.7) 

根据最小二乘泛函  ,J   ，定义如下双线性泛函： 

 
 
 

, ; ,

( ) , ( )

( )( ),

n n

n n n

n n

A u
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  

     

   
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 (2.8) 

求解(2.7)就等价于求解 

   , ; , ( ), ( )n nA u a t v ta t t              (2.9) 

设 是区域,
uh hT T


 上两有限元网格剖分族，

分别为网格步长参数，相应的有限元空间为

，由[8]可以知道有限元空间有如下逼

近性质：对任意的

, uh h


,

uhW W V h V

 1mV H   ， ，

有 
  21kW H  

   1

1
inf
n hu

m
h u h u mV

h Mh


    


      (2.10) 

1

1
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n h

k
h kW

Mh



  


              (2.11) 

1

1
inf div( )

n h

k
h kW

Mh



 


            (2.12) 

对于  1
0u H  ，定义椭圆投影 ，满足： uhRu V

  , 0hRu u     ，      (2.13) 
uh hv V 

由[8]知下面估计式成立： 
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(2.14) 

假设初始近似满足： 

   

 

1

0 0 0 0 1 0

0 0 1 0

,

m
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h h u H
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h H div
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
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 (2.15) 

则问题(2.1)的Euler型最小二乘混合元格式(Euler型格

式Ⅰ)为：已知 1,n n
h hu 1  ，求 ,

u

n n
h h h hu V W


  ，使 

   
 

, ; , ( ), ( ) ,

,
u

n n
h h h h h h h

h h h h

A u a t v ta t t

V W


     

 

     

  
 (2.16) 

Euler 型格式Ⅰ是传统意义上的最小二乘混合元

格式，我们在本文中主要研究分裂型 Euler 最小二乘

混合元格式：(称 Euler 型格式Ⅱ)，在定义之前，我们

先看一个引理： 
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引理 1 对任意的 , , ,u v V W   有 

 

2

, ; , ( , ) ( , ( ) )

( , ) ( ( ) , )

(( ) , ) ( , )

A u u v u ta t

m ta t v

t t

   
  

   

  

  

       u v

   (2.17) 

其中  2
( )m ta t t    。 

证明：由(2.8)可得： 

   
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    

         

   

     

    

      

        
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      

 

利用 Green 公式，第二个等号右端，第三项和第

十二项相加为零，第六项和第八项相加为零，第七项

和第十一项相加为零。由此， 

 
2

, ; , ( , ) ( , ( ) ) ( , )

( ( ) , ) (( ) ,

( , )

A u u v u ta t m

ta t v t

t u v

)

     

   


   

     
   

 

其中  2
( )m ta t t    。 

结合引理 1，我们在 Euler 型格式Ⅰ中 0h  ，则

得到： 

( , ) ( ( ) , ) ( , ) ( ),h h h h h h hu v ta t v t u v a t          (2.18) 

若取 0h  ，得到 

 

2( , ( ) ) ( , ) (( ) , )
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h h h h h

h h
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a t t ta t
h     

  

     

   
 (2.19) 

这样，就得到了分裂型 Euler 最小二乘混合元格

式 ( 称 Euler 型 格 式 Ⅱ ) ： 已 知 1,n n
h hu 1  ， 求

,
u

n n
h h h hu V W


  ，使 

 
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2
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
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     
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 (2.20) 

其中  2
( )m ta t t    。 

3. 解的存在唯一性 

我们首先证明一个定理，其中仍采用标准范数意

义，对 div,H 
 ，有 

 div,

2 2 2
div

H
 


  



，   (3.1) div,H  

定理 1 双线性泛函 满足连续性和强制性

条件，即对任意

 , ; ,A    
, W,u v V   和 ，存在正常数 和 ，

使得 

       1 2 1 22 2 2 2

div, div,
, ; ,

H H
A u u v     

 
      

    2 2

div,
, ; ,

H
A u u    


    

证明：由双线性泛函 知  , ; ,A    

 

 

2

2 2 22

, ; , ( , ) ( , ( ) ) ( , ) ( ( ) , )

(( ) , ) ( , )

( )

A u u u u u ta t m ta t u

t t u u

u m t t u

     

   

   

     

       

        2

 

所以存在 M，使得： 

   2 2 2
, ; ,

2
A u u M u u          

由 Poincare 不等式：
2

u M u  2
及(3.1)式，我们可

以得到 

    2 2

div,
, ; ,

H
A u u M u  


    

因为双线性形式  , ; ,A u    是对称的，所以有 

     1 2 1 2
, ; , , ; , , ; ,A u A u u A v          

即连续性得证。 

下证强制性： 

由连续性可知： 

 
 2 2 22

, ; ,

( )

A u u

u m t t u

 

           2
 

从而也存在 M，使得 

   
  

  
div,

div,

2 2 2

2 2 2

2 2

, ; ,

H

H

2
A u u M u u

M u u

u

   



 





     

   

  

 

强制性得证。 

由 Lax-Miligram 引理可知(2.9)式存在唯一解。因

为(2.20)式与(2.9)式是等价的，所以 Euler 型格式Ⅱ存

在唯一解。 
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h

4. 误差估计 

对于一般的混合元方法，引入椭圆投影算子

，有 
uhRu V

  , 0,
uh hRu u V        

同样会有(2.13)、(2.14)式成立。用一般的最小二乘混

合元方法，可以得到基于此椭圆投影原未知量的最优

阶误差估计：（ 为近似解） *u

      22 22( 1)
* *

1

N
N N n n m

u
n

u u t u u M h t 



         

(4.1) 

我们现在来讨论分裂型 Euler格式Ⅱ的误差估计。 

定理 2：假设 ,u V W  为问题(2.1)的解， ,h hu 
为分裂型 Euler 格式Ⅱ的解，则有下列先验误差估计： 

      22 22

1

N
N N n n m

h h u
n

u u t u u M h t


         

(4.2) 

证明：由(2.9)可得误差方程： 
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由引理 1 可得 

 
    

      
       2

, ; ,

, ,

, ,

, ,

n n n n
h h h h

n n n n
h h h h

n n n n
h h h h

n n n n
h h h h

A u u

u u v u u ta t

m ta t v

t t u

   



    

    

 

    

    

         u v

 (4.4) 

在(4.3)(4.4)中分别取 τh = 0，并令两式的右端相等，得 

    
     

  

1 1 , ,

, ,

,

n n n
h h h

n n n n
h h h h

n n
h h

u u v tR v

u u v ta t v

t u u v

 



   

    

    

     (4.5) 

令 u 为 u 的伴随椭圆投影，并假设 n nu u n  ，

，整理(4.5)，考虑到边界条件并利用 Green

公式得： 
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记 (4.6) 式 左 端 项 分 别 为 , 右 端 记 为
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则有 
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右端项： 
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由此可得： 
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由(4.6) (4.7) (4.8)可得： 
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由(2.14)及(4.11)式，我们可以得到如下的估计： 
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(4.12) 

这样我们得到了原未知量的最优阶误差估计。通

过比较(4.1)和(4.12)，我们可以看到，分裂型 Euler 格

式Ⅱ虽然比 Euler 型格式Ⅰ低一阶，但是在求解过程

中极大的降低了原问题的求解难度和规模，因此，分

裂型 Euler 格式Ⅱ在实际中有更广泛的应用。 
将式(4.9)关于 n 从 1 到 N 求和得： 
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