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Abstract: Three kinds of locally   refinable spaces are defined. A sufficient condition on their equivalence 
is given and their properties are discussed respectively. Some good properties in   refinable spaces are ex-
tended to locally   refinable spaces. The theory of   refinable space is expanded again, so covering the-
ory is made more abundant. 

Keywords:   Refinable Spaces; Locally   Refinable; Locally Compact Spaces 

 
局部加细空间 

 
卞小霞 

盐城工学院基础部，盐城 
Email: xiaoxiabian2011@yahoo.cn 

收稿日期：2011 年 5 月 25 日；修回日期：2011 年 6 月 20 日；录用日期：2011 年 6 月 24 日 

 
摘  要：在 加细的基础上定义了三种局部 加细性，给出了三者等价的充分条件，分别讨论了它们

的一些性质，结果表明 加细空间某些好的性质在相应的局部 加细空间中仍成立，从而将 加细空

间的理论进行了推广，使覆盖性质理论更加丰富。 
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1. 预备知识 

定义 1[1,2]。称 X 是 i 型局部紧空间(i = 1,2,3)，是

指它们满足下面的条件(i)： 

(1) X 中每一点都有一个紧邻域； 

(2) X 中每一点都有一个紧邻域基； 

(3) X中每一点 x的任意一个邻域U包含一个开邻

域 V，使得V U ，且 V 是紧的。 

定义 2。称 X 是 i 型局部 加细空间(i = 1,2,3)，

是指它们满足下面的条件 i： 

(1) X 中每一点都有一个 加细邻域； 

(2) X 中每一点都有一个 加细邻域基； 

(3) X中每一点 x的任意一个邻域U包含一个开邻

域 V，使得V U ，且V 是 加细的。 

由定义 2，显然 加细空间必是 1-型局部 加细

空间，因为 加细空间本身是它的任何一点的 加细

邻域。 

在文献[3,4]中有以下一些结论： 

结论 1： 加细空间的每一个闭子集都是 加细

子集。 

结论 2：连续的闭映射保持 加细性。 

结论 3： 加细空间与紧空间的积是 加细空间。 

问题：在 i 型局部 加细空间(i = 1,2,3)中，是否

有上述类似结论？ 

本文就此问题进行了探讨，得到了以下的一些结

果。 

2. 主要结论及证明 

定理 1 
(1) 3 型局部 加细空间 2 型局部 加细空间

1 型局部  加细空间； 

(2) 若X是正则空间，则 3型局部 加细空间 2

型局部 加细空间 2 型局部 加细空间。 

证明：(1)由定义 2，结论显然成立； 

(2)由(1)，只需证 1 型局部 加细空间 3 型局部

 加细空间。 
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设 U 是 x 的任意一个邻域，则存在 x 的开邻域 V，
使得 x V U  ，由 X 是 1 型局部 加细空间知存在 x 
的 加细邻域 D，则 x V D 

U

，且V 是开集，

又 X 是正则空间，于是存在 x 的开邻域 W，使得 

，由结论 1，

D

W V D  V W 是 加细的，从

而(3)成立。 

定理 2 若 X 是 i 型局部 加细空间(i = 1,2,3)，则

其闭子空间也是相应的 i 型局部 加细空间。 

证明：1) 设 X 是 1 型局部 加细空间， F X ，

F 为闭集， x F  ，有 x X ，由 X 是 1 型局部 加

细空间知存在 x在X中的 加细邻域V，令U V F  ，

则 U 是 x 在 F 中的邻域，且 U 是 V 的闭子集，由结

论 1 知 U 是 x 在 F 中的 加细邻域，从而 F 使 1 型局

部 加细空间。 

2) 设 X 是 2 型局部 加细空间，F X ，F 为闭

集， x F  ，对 x 在 F 中的任一邻域 U，存在 x 在 X
中的邻域 V，使得 ，由 X 是 2 型局部U V  F  加

细空间，则存在  加细邻域 W，使得 ，记 

，则 ，由结论 1 知W
W V

W W F  W W F   是 x 在 

F 中的 加细邻域，从而 F 使 2 型局部 加细空间。 

3）设 X 是 3 型局部 加细空间， F X ，F 为

闭集， x F  ，对 x 在 F 中的任一邻域 U，存在 x 在 

X 中的邻域 V，使得 ，由 X 是 3 型局部U V F   加

细空间，则存在 x 的开邻域 W，使得W V ，且W 是 

x 在 X 中的 加细邻域，令W W F   ，则W 是 x 在 

F 中的开邻域，W U ，又 W F W     F V F
W W  ，由结论 1 知W 是 x 在 F 中的 加细邻域，

从而 F 使 3 型局部 加细空间。 

定理 3 几乎开的且闭的映射保持 i 型局部 加细

性(i = 1,2,3)。 

证明：设 :f X Y 是几乎开的且闭的映射， 

(1) 设 y Y


，由 f 是几乎开映射，知存在 

1x f y ，使得对 x 的任一邻域 U，  y Int f U ，

又 X 是 1 型局部 加细空间，则存在 x 的 加细邻域 

D，于是  y Int f D ，由结论 2 知  f D 是 加细的，

即有  f D 为 y 的 加细邻域，从而 Y 是 1 型局部 加

细空间。 

(2) 设 y Y

 1 1

，任取 y 的一个邻域 V ，则

 f y f  V ，由 f 连续知  1f V 是 x 的邻域，由 

X 是 2 型局部 加细空间，  1x f y 存在 x 的，  加

细邻域 xD ，  1f VxD 又 f 是几乎开映射，则存

在

，

 1
0x f y ，  使得 y  

0xInt f D  
0xf D V ，

 
0xf D 即为满足条件的 加细邻域，故 Y 是 2 型局部 

 加细空间. 

(3) 设 y Y ，任取 y 的一个邻域 V ，则

   1 1f y f  V ，由 X 是 3 型局部 加细空间，知对

任意的  1x f y ，存在 x 的开邻域 xD ，使得

 V1
xD f ，且 xD 是 加细的。由 f 是几乎开的闭

映射，则存在  1
0x f  y ，使得 

     
0 0 0x x xy Int f D f D f D V    ，  

0xInt f D 即

为满足条件的 y 的开的 加细邻域，故 Y 是 3 型局部
加细空间。 

注：文献[5]中对于 加细空间所得的结论不能推

广至局部 加细空间。 

定理 4 i 型局部 加细空间与 i 型局部紧空间的积

是 I 型局部 加细空间(i = 1,2,3)。 

证：(1) 设 X 是 1 型局部 加细空间，Y 是 1 型局

部紧空间，  ,x y X Y   ，由条件可得，x 在 X 中存

在 加细邻域 U，y 在 Y 中存在紧邻域 V，由结论 3

知U V 是  ,x y 在 X Y 中的 加细邻域，故 X Y  
是 1 型局部 加细空间。 

(2) 设 X 是 2 型局部 加细空间，Y 是 2 型局部紧

空间，  ,x y X Y   ，U 是  ,x y 的任一邻域，则 x
在 X 中存在邻域 XV ，y 在 Y 中存在邻域 ，使得 yV

X yV V U  ，由条件可得 x 在 X 中存在 加细邻域 

X xVW  ，y 在 Y 中存在紧邻域W ，则y  yV x yW W 是 

 ,x y 在 X Y 中的邻域，且W W ，

由结论 3，
x y x yV V U   

x yWW  是 加细的，故 X Y 是 2 型局部
加细空间。 

(3) 设 X 是 3 型局部 加细空间，Y 是 3 型局部紧

空间，  ,x y X Y   ，U 是  ,x y 的任一邻域，则 x
在 X 中存在邻域 XV ，y 在 Y 中存在邻域 ，使得 yV

X yV V U  ，由条件得，x 在 X 中存在开邻域 xW ，使

得 x xVW ，且 xW 是 加细的，y 在 Y 中存在邻域 ，

使得

yW

y  yW ，且V yW 是紧的，则 x yW W 是  ,x y 在 

X Y 中的邻域，且 x y x y x yW V V UW W W      ，

由结论 3， x yWW 是 加细的，故 X Y 是 3 型局部
加细空间。 

推论：i 型局部 加细空间与 i 型紧空间的积 i 型
局部 加细空间(i = 1,2,3)。 
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