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Abstract: In this paper, the notion of moving likelihood ratio, as a measure of the deviation of a sequence of 
integer-valued random variables from an independent random sequence with geometric distribution, is intro-
duced. By restricting the moving likelihood ratio, a certain subset of the sample space is given, and on this 
subset, a class of strong laws, represented by inequalities, are obtained. These strong laws contain some limit 
properties of the sequence of integer-valued random variables, concerning relative entropy density and the 
entropy function of geometric distribution. 
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摘  要：本文引入随机序列滑动似然比作为任意整值随机序列相对于服从几何分布的独立随机变量序

列偏差的一种度量，并通过滑动相对熵给出了样本空间的一个子集。在此子集上得到了一类关于随机

序列滑动平均的用不等式表示的强极限定理，即小偏差定理。 
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1. 引言 

随机变量序列部分和滑动平均的几乎必然( )

极限性质是概率论极限理论中一类十分重要的问题，

它在时间序列分析及金融分析等领域中有极其深刻的

应用。对独立与混合相依随机序列部分和滑动平均的

渐近性质，许多学者已经作了大量的研究，取得了丰

富的成果(见[1-3]及其参考文献)。80 年代刘文创造性

地提出利用区间分割的方法来研究任意随机序列的强

极限定理，发表了一系列论文，其主要成果总结在其

专著[4]中。 

. .a s

受文献[4]的启发，本文中我们提出了随机序列滑

动似然比以及滑动相对熵概念作为任意随机序列联合

分布与参考乘积分布(服从几何分布的独立随机变量

序列)的偏差的随机性度量。并通过滑动相对熵给出了

样本空间的一个子集。在此子集上得到了一类用不等

式表示的强极限定理，即小偏差定理。在方法上我们

直接构造滑动似然比，并且利用概率论经典的

Borel-Cantelli 引理来证明随机序列几乎处处收敛性，

避免了[4]中繁琐的分割方法，使得证明过程更加简

洁，适应范围更广。 

设 , 1nX n  是定义在概率空间 上，在, ,F 

 2,1,S  中取值的随机序列,其联合分布为 

  1 1 1, , , ,n n n X x X x p x x      

,1 , 1,2,ix S i n n              (1.1) 

设 Q 为 F 上的另一概率测度，且 在测

度 Q 下的联合分布为 

, 1nX n 

 1 1
1

, , ,
n

n n i
i

Q X x X x g x p


    

,

   (1.2) 

其 中     1
, 1 ,0 1, ,1ix

i ig x p p p p x S i n
     

,

  

1,2n  。即 , 1nX n  在 Q 下是独立同几何分布的
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

随机变量序列。设 是一列固定的整值数

列，受参考文献[3]的启发，我们给出 
1 20 a a  

, 1nX n 


定义 1 设 是随机变量序列，称 

n nn a n aS S n



                (1.3) 

为 的滑动平均(见[2])，其中  

。 

 , 1nX n 

, 1, 2,nX n  
1nS X  

定义 2 设 P，Q 分别由(1.1)与(1.2)给出，我们称 

 
 

 
1

1

1

1
, 0

, ,

0,

in

n

n n

xa n
i a

n a a n

p p

L p X X


 

 

  
  




分母

其它

   (1.4) 

及 

   1
|| liminf log n

n
h Q L

n
          (1.5) 

分别为 相对于乘积几何分布(参考测度 Q) 



, 1nX n 


1

,
n

i
i

g x p

                       (1.6) 

的滑动似然比和滑动相对熵。这里约定 log 0 0 。 

为了证明的需要，我们先给出一个引理，它在后

面的证明中取作核心的作用。 

引 理 1 设 是 概 率 空 间

上的概率分布函数， 是其边

缘分布函数， 如前面定义。则 

 1, , 1, 2,nr x x n 

1ar x  
, 1, 2,a n  


 n , ,F   , ,

n nax

n

 
 

1

1

, ,1
limsup log 0,

, ,

n n

n n

a a n

n
a a n

r X X

n p X X

 

 





  .  (1.7) .a s 

证明:  

令 ，于是     1 1, , | , , 0
n n n na a n a a nB x x p x x     

 
 

1

1

, ,

, ,

n n

n n

a a n

a a

r X X
E

p X X

 


 

 
 
  



 n

 

 
  

 
1

1

1
, , 1

, ,
, ,

, ,

n n

n n

a a n n nn n

a a n

a a
x x B a a n

r x x
p x x

p x x 

 
 

  

 





 n



 

 
 1

1
, ,

, , 1
n n

n
a a nn n

a a n
x x S

r x x
 

 


 


  

由 Markov 不等式，有 

 
 

1

1

, ,1
log

, ,

n n

n n

a a n

a a n

r X X

n p X X


 

 

 
  
 
 




 

 
   1

1

, ,
exp

, ,

n n

n n

a a n

a a n

r X X
n

p X X


 

 

 
   
 
 




 exp n   

从而 

 
   1

1 11

, ,1
log exp

, ,

n n

n n

a a n

n na a n

r X X
n

n p X X
 

  

  

 
      
 
 

 



 

由 B C 引理，有 

 
 

1

1

, ,
limsup log 0

, ,

n n

n n

a a n

n
a a n

r X X

p X X


 

 

 
   
 
 




 

由  的任意性，引理成立。 

2. 主要结论及证明 

下面给出本文的主要结果及其证明. 

定理 1 设 , 1nX n  是定义在概率空间 , ,F 

的一列随机序列，  nL  ， 由(1.4)与(1.5)式

给出。

 ||h Q 
0 c 1  为常数。令 

    : P ||H c h Q c               (2.1) 

则 

  2
1

limsup ,n
n

c

p



   . .a s   H c    (2.2) 

 2
1

liminf ,n
n

c

p



   . .a s   H c    (2.3) 

注 1：在定理 1 中，我们通过条件 限

定样本空间的一个子集

 P ||h Q  c

 H c ，并在此子集上考虑 n
的极限性质，其中滑动相对熵可以看作是 , 1nX n 

1
0

与具有乘积几何分布(1.6)的独立随机变量序列之间的

一种偏差的随机性度量。且当 服从参数为 p

的几何布且相互独立时， 。引理 1 表明，

在任何情况下， 

 ,nX n

 |h Q P |

 1
limsup log 0,n

n
L

n
            (2.4) . .a s 

恒成立。因此，粗略地说，(2.1)式中的条件可以看成

是对 , 1nX n  与具有乘积几何分布(1.6)的独立随机

变量序列之间偏差的一种限制，且 c 越小，偏离越小。

定理 1 表明，在此限制下， n 的值也受到相应的限制，

(2.2)与(2.3)式给出的就是此值相应于 c 的上，下限。

当 c 很小时，此上，下限的绝对值也很小。(2.4)式也

Copyright © 2011 Hanspub                                                                                 PM 
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表明，当 时， 为零概率事件。

因此我们无需考虑(2.1)式中的 c 为负数的情况。 

0c    : P ||h Q c  

 0,1

 1
limsup log 0,n

n n
     A t      (2.7) 

设  0,   ，令 1 1t  p   。注意到 证明: 设 t ，构造  , ,F 

 
1

,
n

n i
i

g x t


 i

上的概率分布函

数 q 如下： 

 
 

 

11
1

1 1

11
,

1 , ,

n iin
n

n n n

a n XXa n
i a

n
i a a a

p pt t
t

p p p X X


 
 

   

   
        




 n

 
 x1, ,q x  ， x S

 


        (2.5) 

 
   

1

11

1 1

in

n

Xa n

n
i a

t pt
L

p p t




 

  
        
  令随机变量 

  
1

1

, ,

, ,

0,

n n

n n

a a n

a a n

q X X

p X X

 

 





其它

, 0;

,

n


 




分母
,t      1

1

1 1a n nn
ii an

n

a n
X

n
i a

p
L

p


 




 



 

  
       (2.8)    (2.6) 

由(2.7)与(2.8)，有   A t P A t , 1 ，且 由引理 1 可知，存在集合

   1
log log liminf log

1 1n n
n

p
L

p n

  


 
   

   
limsup

n
 

   1
log log log 0

1 1n

p
L

p n

  


 
limsup

n
n    

   
， . .a s                 (2.9) 

由(1.4)，(2.1)与(2.9)式，有 

 
log log ,

1 1n

p
c

p

 


  
 

. .a s     H c              (2.10)    limsup
n



时，取  1, , 1,2,i i    0c 设 1  ，将(2.10)式两边同除以 log ，得 

 
log

1 1
limsu

n
p ,

log logn

p

p c





 

 
   

. .a s      H c       (2.11) 

注意到不等式  1
1 log 1x x x

x
     0 有 

 
1

1 1
limsup

1 1
1 1

n
n

p

p c






 

     
   
 

 

 
,

1 1 p


  1

c
c

 
  


.a s .    H c  (2.12) 

当 时，令0 c 1    
,

1 1 1

c
f c

p


 

 
  

 1  ，

易 知  f  在
 

1

1 1

c

c p
 


 
处 取 得 最 小 值

 2
c1

p


，即 

 2
1

limsup ,n
n

c

p



  . .a s    H c    (2.13) 

当 ，使得当 时，i 

1i  即 i t p，令 

   *
1 0i iH A t H
   ，          (2.14) 

则对一 ， 2)式有 切 由(2.11i 
1

limsup ,n
n p

  H             (2.15) 

设 0 1  ，将 0)式两边同除以(2.1 log ，得 

 
log

1 1
liminf ,

p

log logn
n

p c


 
 

  

. .a s    H c       (2.16) 

由(2.16) 

 
1

1 1
liminf

1 1
1 1

n
n

p

p c






 

     
   
 

 

 
,

1 1 1

c
c

p


 

  
  

 . .a s    H c   (2.17) 

当 0 1c  时， 

令    
,

1 1 1

c
f c

p


 

  
  

0 1  ， 



孟飞 等 关于整值随机序列滑动平均的若干小偏差定理 117  |  
 

易知  f  在
 

1

1 1

c

c p
 


 
处取得最大值 

 2
1 c

p


，即 

 2
1

liminf ,n 
n

c

p


 . .a s    H c   (2.18) 

仿(2.15)式的证明可知，当 0c  时，(2.3)式也成立。

综上所述，定理证明完毕。 

推论 1 在定理 1 的假设条件下,有 

1
lim ,n

n p
    .a s  .       (2.19) 

证明: (2.2)， .3)式中令 即可。 

推论 2 设 相互独立，且服

的几何分布， 满足强大数定律，即 

 0H  

 在 (2 0c 

 , 1nX n

则 , 1nX n 

 从参数为 p

1

1
lim n

n
       . .a s           (2.20) ,EX

p

证明: 注意此时 1，于是

由(2.19)式得(2.20)式。 

注 2：由定理 1 给出的关于滑动平均的上、下限

虽然 的差 

 || 0,h Q    P 0H 

不够精细，但它们

4
limsup liminfn n

n p
    

n

c

当 时，与0c   c 是同阶无穷小。 

3. 若干应用 

作为一个直接的 用上节的结论

信息熵定理。 

定义 3 设 是具有分布(1.1)的随机变量

序列

应用，本节我们利

来研究信息论的

 , 1nX n 

， a a 是一列整值数列，令 1 2

   log , ,p X X1

1
n nn a a nn

            (3.1) 

称为 , 1kX k  n  的滑动相对熵密度

我们易看出，在定 就是信

息论 看，

对熵与相对熵具有完全类似

的性

3 设

。 

义 3 中若令 0na  ，则

中相对熵密度，从这种意义上来 它是信息熵

密度的推广。关于相对熵的极限性质的研究是信息论

中的一个重要课题[5]。 

本文研究表明滑动相

质。 

推论  , 1nX n  是具有分布(1.1)的随机变量

序列，  n  与 n 分别由(3.1)，(1.3)式定义，则 

   limsu og 2 limsupp ln n
n n

   ，  . .a s     (3.2) 

证明: 令
1

2
p  ，由(2.4)得 

 1
1

1
limsup log 2 log , , 0,

n

n n
n

a n

k a a n
n k a

X p X X
n



 
 


   
 
   

. .a s                  (3.3

利用上极限的性质，由(3.3)，

) 

(3.1)式即得(3.2)式。 

定理 2 设 , 1nX n  是具有分布(1.1)的随机变量

序列，  n  与 n 分别由(3.1)，(1.3)式定义，  0,1p

为常数，  p 表示参数为 p 的几何熵，即 

 

G

   log 1 log 1G p p p p p  
1

p
          (3.4) 

(约定 0log 0 0 )。 

果 如

1
limsup ,n

n p
      . .a s            (3.5) 

则有 

   limsup ,n
n

G p            (3.6) 

证明: 当

. .a s   

0 1p  时，由 得 (2.4)式

     , 0,X      . .a s   1

1
lim log ,

n nap X
n  

 
        (3.7) 

根据上极限的性质，由(3.5)，(3.7)式得 

sup 1 log 1 logn
n

p p   
a n



       limsup limsup 1 log 1 log ,n
n

p p G p           n
n

             (3.8) 

当 时，对一切 由(3.5)式有 

. .a s   

1p  2k 
1

limsup ,
1

1
n

n
 

  1
,   2k    (3.10) limsup 1n

n
G

k
     

 

由(3.10)式知，当

. .a s 

k

 


  . .a s             (3.9) 

由(3.8)与(3.9)式有 

1p  时 式仍成

定理 3 设

(3.6) 立。 

 , 1nX n  是具有分布(1.1)的随机变
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量序列，  n  ， n 与 分别由(3.1)，(1.3)，(3.4)

式定义，

 G p

数，如果 

,c   

0c 

liminf
n

为常

  n  . .a s             (3.11) 

则 
1

liminf . .a s               (3.12) 

其中 p 是方

,
p

n
n



程 

 0,1 内的唯

: 由(3.7

 

   

c  

一解。 

其中 p 定

 

 G x                (3.13)      

证明 )式( 义为方程(3.13)的解)有 

在区间

 liminf 0,limsup og 1n n
nn

p p         1 l

，(3.14)

 

log

. .a s   

 

                (3.14) 

由(3.11) 式有 

 log p p c    1 li 

，(3.14)

3: 因为熵

minf 1 log ,n
n

G  p

              ( 1

由(3.15) 式即得 式。 

注 函数

方程 式在

 

. .a s     

(3.12)

 G x

  ，故

  3. 5) 

在区间  0,1 内严格递减,

且    1 0 0, 0G G   (3.13)  0,1 内

有唯一解

注 注

何分

。 

4: 值得 意的是定理 2 与定理 3 的条件与几

布无关，而作为定理结论的(3.6)与(3.12)式却与几

何分布有关，这反映出几何分布的一种特殊地位。 

推论 4 在定理 3 的条件下有 

1 
liminf ,

n
n

G c


 
 

  . .a s             (3.16) 

证明: 由(3.12)式有 

1
m pli su ,

n n

p


    . .a s              (3.17) 

注意到  G p c ，由(3.17)式与 的递减性即得

。 
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