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Abstract: AGE method is a parallel algorithm for solving partial differential equations, by re-construct a fi-
nite difference scheme, so the required solution of difference equations can be split into several smaller inde-
pendent parallel solution of equations. However, this algorithm gets higher truncation errors near the bound-
ary. In this paper, I get an improvement AGE method, by improving the format close to the left and right 
boundaries. The method stays as smaller truncation errors in border, so can improve the calculation accuracy. 
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摘  要：AGE 方法是一种求解偏微分方程的并行算法，通过重新构造有限差分格式，把所要求解的差

分方程组分裂成若干个可以独立并行求解的规模较小的方程组。但此种算法在靠近边值处误差较高，

本文在靠近左右边界处对格式进行改进，得到一种在边值处改进的 AGE 方法。该方法在边界附近尽可

能的保持较小的截断误差，从而提高了计算精度。 
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1. 引言 

先来研究求解如下一维抛物型初边值问题的并行

有限差分法： 
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        (1.1.1) 

求解(1.1.1)的一类 Saul’yel 非对称格式为： 

   1 1
1 11 1k k k

i i ir u ru r u ru 
     k

i

1 2
k
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       (1.1.2) 

   1 1
11 1k k k

i i ir u ru r u ru 
           (1.1.3) 

其中 2r t x   用 Fourier 方法可以证明，上述两种非

对称格式都绝对稳定[1]。 

若第 k 时间层格点的值已求出，求 的时间层

格点的值，可单独使用(1.1.2)或(1.1.3)，分别用左边界 

+1k

条件或右边界条件，从左到右或从右到左依次递推计

算。由泰勒公式可知(1.1.2)和(1.1.3)在  , 1 2i k  的截

断误差均为  2\o t x t x      。可知单独使用一种

Saul’yel 非对称格式计算，由于截断误差中包含

 \o t x  ，当 t 和 x 同时趋于 0 时，这个误差项不

能保证为无穷小量，因而计算精度一般较差．一般情

况下可在不同时间层交替使用它们，或在相同时间层

分别使用后取算术平均，来提高计算精度，这样就可

构造许多各种并行差分格式[2]。 

2. 抛物型偏微分方程的分组显式方法 

2.1. GEL 算法和 GER 算法 

D. J. Evans，A. R. B. Abdullah 利用 Saul’yel 非对

称格式(1.1.2)和(1.1.3)，设计了分组显示 GE(Group- 

Explicit)格式[3]。如图(1)所示。 
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Figure 1. GE Scheme 

图 1. GE 格式 
 

在点  , 1 2i k  建立格式(1.1.2)，在点  +1, 1 2i k 

建      
立格式(1.1.3)。可以看出分组显式格式 

是两种非对称格式的巧妙结合。其差分方程为 2 2 联

立方程组： 

   
   

1 1
1 1

1 1
1 1

1 1

1 1

k k k k
i i i i

k k k k
i i i i

r u ru r u ru

r u ru r u ru

 

2

 
 
  

     
     

   (2.1.4) 

写成矩阵形式， 
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由已知第 k 层上 4 点 的函数值，

可得第

1 1, , ,k k k k
i i i iu u u u 

1k  层上的函数值 的显式计算： 1 1
1,k k

i iu u 
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                   (2.1.7) 

分 组 显 式 (2.1.6) 和 (2.1.7) 的 截 断 误 差 为

，消除了o x t   o x t  



项，比单独使用非对称

格式有了本质的改进。沿 x 增加或减少方向对离散点

对 连续使用 GE 格式(2.1.4)数

值求解问题(1.1.1)的方法就是分组显式方法。m 的奇

偶性，GE 方法有不同的形式，当 m 为偶数时，在靠

近边界一点上的计算仍单独使用非对称格式，即： 

 , 1i k  1, 2, , 1i m  

 1 1
1 2

1
1

1
k k k
m m mu ru ru r u

r
 
      1

k
m    (2.1.8) 

 1 1
1 0 2

1
1

1
k k ku ru ru r

r
      1

ku       (2.1.9) 

分点数 m 是奇数，则需要计算的内点数 1m  是偶

数，可正好分为  1 2m  个 GE 组，这种情况是容易

实现的。分点数 m 是偶数，则需要计算的内点数 1m 

是奇数，可有  2 2m  GE 组，还有一个单点需要单

独处理。若是左单点，用格式(2.1.9)；若是右端点，

用格式(2.1.8)。具有左端点和右端点的情形分别称之

为 GEL 方法和 GER 方法。下面分别介绍这两种方法，

并给出矩阵形式。 

GEL 方法：单点在左侧，需要处理左单点和

 2 2m  个 GE 组。左单点(1, k+1)的函数值由(2.1.9)

计算，从(2, k+1)到(m–1, k+1)连续  2 2m  次使用 GE

格式(2.1.5)，GEL 方法的矩阵表达式如下： 

   1
2 1 1, 0,1,k kI rG U I rG U B k     ,  (2.1.10) 

1
1 0 ,0, ,0,

Tk k
mB ru ru    ，  1 1, ,

Tk k k
mU u u    
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iG

 
   

，
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2
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  . 

下面用矩阵方法来讨论 GEL 方法的稳定性，假设

边界处理是准确的。 

由式(2.1.10)，有： 

1k kU TU B  ，         (2.1.13) 

其中 T 为增长矩阵： 

  1

2 1 I rG I rG
  T ， 

由于 为非负定矩阵，由 Kellogg 引理： 2G

  1

2
2

1I r
 G 。 

利用范数知识可得：  1 2
max 1 , 1 2 ,1I rG r r     

所以，只要 1r  ，就有
2

1T  。即 GEL 方法是条件

稳定的。因此我们可得： 

定理 2.1.  当 2 1r t x    ，式(2.1.10)所描述的

GEL 方法是稳定的[4]。 

GER 方法：单点在右侧，需要处理右单点和 2m 

个 GE 组，右单点  1, 1m k  的函数值由(2.1.8)计算，

从  1, +1k 到  2, +1m k 连续  2 2m  次使用 GE 格

式(2.1.5)。 

Copyright © 2011 Hanspub                                                                                 PM 
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GER 方法的矩阵表达式如下： 

   1
1 2 2 , 0,1,k kI rG U I rG U B k        (2.1.14) 

其中， ， 定义同 GEL

方法。显然同样有： 

1
2 0 ,0, ,0,

Tk k
mB ru ru     1 2, ,kU G G

定理 2.2  当 2 1r t x    ，式(2.1.14)所描述的

GER 方法是稳定的[4]。 

由数学描述的矩阵形式，我们看到无论是 GEL 方

法还是 GER 方法，所构造的差分格式都可以将隐式求

解(1.1.1)的三对角矩阵算子分裂为一些可以并行求解

的相对简单的矩阵算子，相应也就把三对角方程组分

裂成一些简单矩阵算子方程组，每个简单矩阵算子方

程组可以并行独立求解，从而提高计算速度。 

2.2. AGE 方法 

通过上面的分析已经看到，当单独使用 GEL 或

GER 方法时，二者都是条件稳定的。为了改善稳定性，

可在不同时间层交替使用 GER 和 GEL。这种交替使

用 GER 和 GEL 的方法就是交替分组显式方法，简称

AGE 方法。具体算法为：在奇数时间层使用 GEL 方

法，在偶数时间层使用 GER 方法．数学描述如下： 
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   (2.2.15) 

其中 分别由(2.1.11)，(2.1.12)定义。 1 2,G G
1

1 0 ,0, ,0,
Tk k

mB ru ru   

0, 2,4, ,k  

， ，

 

1
2 0 ,0, ,0,

Tk
mB ru ru   

从(2.2.15)消去 可得 AGE 方法求 的显形式： 1kU  2kU 

2 , 0, 2,4,k kU TU B k     T 为增长矩阵 (2.2.16) 

     1 1

1 2 2T I rG I rG I rG I rG
     

     1 1

1 2 2 1B I rG I rG I rG B I
       1rG B  

定理 2.3  由(2.2.15)所描述的AGE方法是绝对稳

定的[4]。 

证明：由于     1, 2, , 2 2iG i m  非负，故 非

负。令

1 2,G G

  1

1 1T I rG I rG 1

  
1

， 

 2 2T I rG I rG   2 。由 Kellogg 引理，可得： 

   

 

11

1 2 1 12 2 22 2

1 1 2

n nnT I rG T T I rG

I rG r

  

   
， 

即：
2

, 1 2nT C C  

同样由数学描述的矩阵形式，我们看到 AGE 方

法依然将求解(1.1.1)的三对角矩阵算子分裂为一些可

以并行求解的相对简单的矩阵算子，相应也把三对角

方程组分裂成一些简单矩阵算子方程组。每个简单准

对角矩阵算子可以并行独立求解，而且增加了一层交

替，在保持并行计算的情况下本质上改进了格式的稳

定性。 

2.3. AGE 方法在靠近边值处的改进算法 

在 AGE 方法中，在 m 为偶数情况下，每层都有

一个单点需要单独使用一种 Saul’yel 非对称格式计

算，而单独使用一种 Saul’yel 非对称格式截断误差中

包含  o x t  。当 x 和 t 同时趋于 0 时，这个误差

项不能保证为无穷小量，因而截断误差较大。由于古

典显格式和古典隐格式的截断误差为 ，在

靠近左右边界处使用古典显、隐格式，可以得到一种

在边值处改进的 AGE 方法。该方法在边界附近尽可

能的保持较小的截断误差，从而提高计算精度。 

 2o x t  

求解 1k
iu  的古典隐格式为： 

 1 1 1
1 1 2k k k

i i iru r u ru u  
 1

k
i         (2.3.17) 

求解 1k
iu  的古典显格式为： 

 +1
1= 1 2k k k

i i i iu ru r u ru 1
k

           (2.3.18) 

与 AGE 方法相比，在靠近左边值的两个点，我们用

格式： 

 
   

+1 +1 1
1 2 1 0

+1 +1
1 2 2

1 2 =

1 = 1

k k k k

k k k

r u u u ru

ru r u r u ru

   

     3

k

2
k
m

     (2.3.19) 

在靠近右边值的点，有两种设计方案．若有一个点，

则使用古典显格式或古典隐格式；若有两个点，则用

格式 

   
 

+1 +1 1
2 1 3

+1 +1 1
2 1 1

1 = 1

1 2 =

k k k k
m m m m

k k k
m m m

r u ru ru r u

ru r u u ru


  


  

    


   

    (2.3.20) 

交替分组显式方法在靠近边值处的改进的算法

为：在奇数时间层，在靠近左边值的两个点，用格式

(2.3.19)．右端点附近可能有两种情况，m 为偶数，则

右端靠近右边值有一个端点，使用古典显格式；若 m

为奇数，则在靠近右边值有两个点，用格式(2.3.20)。

其他内点使用分组 GE 格式．在偶数时间层上的点与

奇数时间层按显、隐之间交替，两种非对称格式之间r 。证毕。 
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1
1

2

交替的原则安排计算格式。其矩阵描述为： 

   
   

1
1 2

2 +
2 1

,

,

k k

k k

I rG U I rG U B

I rG U I rG U B





    


   
   (2.3.21) 

其中 为与边值条件有关的向量，  1 2,B B 0, 2,4,k  
        1 2 2 3

1 1 1 1diag , , , ,G G G G G  1

2

1 2m n 

     (2.3.22) 

        1 2 2 3
2 2 2 2diag , , , ,G G G G G      (2.3.23) 

 1
1

2 1

1 2
G

 
   

， ，     2 2
1 1

1 1
= =

1 1
G G

 
  

 1
2 =0G

当 时，  3
1

1 1

1 2
G

 
   

，   3
2 =0G

当 时， ，  1 2 1m n  

2

 3
2

1 1

1 2
G

 
   

 3
1 =0G

奇数层与偶数层按层合并，可得转移矩阵为： 

     1 1

2 1 1I rG I rG I rG I rG
     T  

对式(2.3.21)，我们同样有关于其绝对稳定性定理。 

定理 2.4  由(2.3.21)描述的对AGE方法在靠近边

界处改进的算法绝对稳定。 

证明：由于 非负，故 非负。

令T I ，

    1 2 1, 2,3i iG G i ， ，

   1

1 1 1rG I rG



2

1 2,G G

 I r    1

2 2T I rG G
   。

由 Kellogg 引理，可得： 

   

 

11

2 1 2 22 2 2 22

2 2
1 3 =

n n
T I rG T T I rG

I rG r C

  

   
 

即：
2

, 1 3T C C   r





。证毕。 

由于 Crank-Nicolson 格式的截断误差为 

， 如 果 在 靠 近 左 右 边 界 处 使 用

Crank-Nicolson 格式，则可以得到另一种改进的 AGE

方法．该方法在靠近边界处也保持较小的截断误差，

从 而 可 以 提 高 计 算 精 度 。 在  处 的

Crank-Nicolson 格式为： 

 2 2o x t  

, 1i k 

   1 1 1
1 1 1 11 1

2 2 2 2
k k k k k k
i i i i i i

r r r r
u r u u u r u u  

           

(2.3.24) 

在靠近左边界处有两点，使用格式： 

   1 1
2 1 2 1 01 1

2 2 2
k k k k kr r r

u r u u r u u        1
0+

2
kr

u 

3
k

 

(2.3.25) 

   1 1
1 2 21 1k k kru r u r u ru            (2.3.26) 

在靠近右边界处，有两种设计方案： 

(1)：若靠近右边界处有两点,使用格式： 

   1 1
1 2 21 1k k k

m m mru r u r u ru 
3

k
m               (2.3.27) 

 

 

1 1
2 1

1
1 2

1
2

1 +
2 2

k k
m m

k k k
m m m

r
u r u

r r
u r u u u

 
 


 

  

   
2

k
m

r
     (2.3.28) 

(2)：若靠近右边界处有三个点，使用格式：  

   1 1
2 3 31 1k k k

m m mru r u r u ru 
4

k
m            (2.3.29) 

   1 1
3 2 21 1k k k

m m mru r u r u ru 
1

k
m             (2.3.30) 

 

 

1 1
2 1

1
1 2

1
2

1 +
2 2

k k
m m

k k k
m m m

r
u r u

r r
u r u u u

 
 


 

  

   
2

k
m

r
     (2.3.31) 

在靠近边界处用Crank-Nicolson格式改进AGE方法的

算法为：在奇数时间层，靠近左边界的两个点，用格

式(2.3.25)和格式(2.3.26)，然后连续使用 GE 格式

(2.1.4)，当 1 2 1m n   时，连续使用  2 2m  个 GE

格式(2.1.4)，右端点靠近右边界处三个点依次使用格

式(2.3.29)，(2.3.30)，(2.3.31)，其中(2.3.25)和(2.3.26)，

每个 GE 格式(2.1.4)，(2.3.29)和(2.3.30)及(2.3.31)均可

并行求解；当 1 2m n  时，连续使用  2 2 2m   个

GE 格式(2.1.4)，右端点靠近右边界处两点依次使用格

式(2.3.27)和(2.3.28)．其中(2.3.25)和(2.3.26)，每个 GE

格式(2.1.4)，(2.3.27)和(2.3.28)均可并行求解；在偶数

时间层上的点，按两种非对称格式之间交替，

Crank-Nicolson 格式不变的原则安排计算格式．这样

偶数时间层同样可实现并行计算，只是并行计算的分

组已经发生改变．其矩阵描述为： 

   1
1 2

k
1

kI rG U I rG U B          (2.3.32) 

   2
2 1

k k +1
2I rG U I rG U B         (2.3.33) 

其中向量 

   1 1
1 0 0 ,0, ,0,

2 2

T
k k k k

m m

r r
B u u u u      

 ， 

   1 2 1 2
2 0 0 ,0, ,0,

2 2

T
k k k k

m m

r r
B u u u u        

 ， 

0, 2,4,k    

其中         1 2 2 3
1 1 1 1diag , , , ,G G G G G  1 ， 

        1 2 2 3
2 2 2 2diag , , , ,G G G G G  2  
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1 
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= =G G， 1 2 1 1
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2

1
1

2
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G 1

  
 

 
 
 
 

 

当 时，1 2m n   3
1 1

1
2
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1 1 
，  3

2

1 1

= 1 1

1
1
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当 时，1 2 1m n    3
1

1 1

= 1 1

1
1

2

G

 
 
 
 
 

 
 

，  3
2 1

1
2

G
1 1 

 
 
 

 

奇 数层与偶数层按层合并，可得转移矩阵为： 

   1

2 2T I rG I rG 2

   ．由 Kellogg 引理，可得：      1 1

2 1 1T I rG I rG I rG I rG
      2



 

   

 

11

2 1 2 22 2 2 22

2 2
1 3 =

n n
T I rG T T I rG

I rG r C

  

   
， 对式子(2.3.32)和(2.3.33)，同样可得其绝对稳定性定

理。 

定理 2.5  由式(2.3.32)和(2.3.33)所描述的在靠近

边界处用Crank-Nicolson格式改进AGE方法是绝对稳

定的。 

即：
2

, 1 3T C C r   。证毕。 

下面分析截断误差。在改进的 AGE 算法中，使

用 AGE 格式的计算结点，由(2.2.25)知，求解第 2k  时

间层上的 AGE 方法的两点组三层格式为： 
证明：由于 非负，故 非

负．令T I

    1 2 1, 2,3i iG G i ， ，

   1

1 1 1rG I rG
1 2,G G

   ， 

 
      2 2 2 2

2 1 1 22

1
2 1 2 1 2 2 1 2

1 2

k k k k k k
i i i i i iu r r u r r u u ru r r u

r


           


3

3
k
ir u   

 
      2 2 2 2

1 3 2 12

1
2 1 2 1 2 2 1 2

1 2

k k k k k k
i i i i i iu r r u r r u u ru r r u

r


           


3

1 2
k
ir u 



 

上述两式在 处的截断误差为 ：  ,i k 1 2,E E

   
 

2 2 3 2 3
2 2

1 2 2 3 2 3

2 1 16 40

1 2 12 1 2

k k k
i i i

u r u r r u
E t x x o t

t t tr r

    
         
   

3x  

   
 

2 2 3 2 3
2 2

2 +1 1 12 2 3 2 3

2 1 16 40

1 2 12 1 2

k k k
i i i

u r u r r u
E t x x o t

t x xr r
 

    
         
   

3x



 

 
由上式可见，AGE 格式的阶段误差为 o x t   ；

边界处用古典显、隐格式改进的 AGE 算法，在边界

处的截断误差为 [2]；边界处用 C-N 格式改

进 的 AGE 算 法 ， 在 边 界 处 的 截 断 误 差 为
[2]；与 AGE 算法相比，在边界处，与单

独使用一种 Saul'yel 非对称格式，消除了截断误差中

的

 2o t x  





 2 2o x t  

 \o t x  ，提高了计算精度。 

同样由矩阵形式，我们看到两种对 AGE 方法在

靠近边界处改进方法，依然是将求解(1.1.1)的三对角

矩阵算子分裂为一些可以并行求解的相对简单的矩阵

算子。在保持并行性和绝对稳定性基础上，进一步改

进了截断误差，从而进一步提高计算精度，下面通过
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0,

1

数值算例对其进行验证。 

3. 数值算例 

考虑一维抛物型初边值问题： 

   
   

, 0 1,

,0 sin π ,

0, 0, 1, 0

t xxu u x t

u x x

u t u t

   
 
  

            (3.1.34) 

的并行有限差分法。它可视为初边值问题(1.1.1)的模

型。其精确解为 

  2π, e sin πtu x t x         (3.1. 35) 

下面通过本文介绍的 AGE 算法以及在靠近边值

处改进的 AGE 算法求解这一问题，并与精确解作比

较。 

(1)使用 AGE 方法(2.1.15)计算：首先对求解区间

0 x 

100m 

0.

进行剖分，取 ，则相应的分点数为

，需要计算的内点数 ，需要处理单

点。网比取 ，则由 Matlab 程序分别计算出各内

点在 的值及与精确解的绝对误差。将部

分计算结果分别列于表(1)和表(2)；再取网比

0.01x 

m 1 99 

0.5r 

1, 0.5t t 

1.0r  ，

则由 Matlab 程序计算出各内点在 处的值及与

精确解的绝对误差，将部分计算结果列于表(3)。 

0.5t 

(2)分别使用改进的 AGE 方法(2.3.21)，(2.3.32)和

(2.3.33)计算：由于在靠近边界处单独使用非对称格式

可能会导致较高的截断误差，故可使用在靠近边界处

改进的 AGE 方法(2.3.21)，(2.3.32)和(2.3.33)，以减小

截断误差，提高计算精度。为便于对比数值求解的精

确性，用在靠近边界处改进的 AGE 算法数值计算时，

取与使用 AGE 方法计算时相同的网格剖分．由 Matlab

程序分别计算各内点在 处的值及与精确

解的绝对误差，将部分计算结果分别列于表(1)和表

(2)；再取网比 ，则由 Matlab 程序计算出各内点

在 处的值及与精确解的绝对误差，将部分计算

结果列于表(3)。方便起见，分别记在靠近边界处使用

古典显隐格式改进的 AGE 方法(2.3.21)和 Cranh-Ni- 

colson 格式改进的的 AGE 方法(2.3.32)和(2.3.33)记为

CAGE 和 CNAGE[5-10]。 

0.1, 0.5t t 

1.0r 

0.5t 

4. 结论 

从表(1)、(2)、(3)可以看出，使用三种 AGE 方法

都可以计算出相当精确的结果，在取四位有效数值时， 

Table 1. Truncation error 
表 1. , 0.1, 0.01, 0.5AGE t x r     

x 精确解 AGE  410e  CAGE  410e    CNAGE  410e 

0.10 0.1150 0.1150 0.1322 0.1150 0.1306 0.1150 0.1291
0.20 0.2188 0.2188 0.2513 0.2188 0.2498 0.2188 0.2483
0.30 0.3012 0.3012 0.3458 0.3012 0.3444 0.3012 0.3429
0.40 0.3541 0.3541 0.4063 0.3541 0.4049 0.3541 0.4035
0.50 0.3723 0.3723 0.4268 0.3723 0.4254 0.3723 0.4241
0.60 0.3541 0.3541 0.4054 0.3541 0.4040 0.3541 0.4026
0.70 0.3012 0.3012 0.3441 0.3012 0.3427 0.3012 0.3412
0.80 0.2188 0.2188 0.2490 0.2188 0.2475 0.2188 0.2460
0.90 0.1150 0.1150 0.1294 0.1150 0.1279 0.1150 0.1264

 
Table 2. Truncation error 

表 2. , 0.5, 0.01, 0.5AGE t x r     

x 精确解 AGE  410e  CAGE  410e    CNAGE  410e 

0.10 0.0022 0.0022 0.0395 0.0022 0.0380 0.0022 0.0388
0.20 0.0042 0.0042 0.0751 0.0042 0.0729 0.0042 0.0740
0.30 0.0058 0.0058 0.1033 0.0058 0.1005 0.0058 0.1019
0.40 0.0068 0.0068 0.1214 0.0068 0.1182 0.0068 0.1198
0.50 0.0072 0.0072 0.1276 0.0072 0.1243 0.0072 0.1259
0.60 0.0068 0.0068 0.1213 0.0068 0.1181 0.0068 0.1197
0.70 0.0058 0.0058 0.1030 0.0058 0.1002 0.0058 0.1016
0.80 0.0042 0.0042 0.0746 0.0042 0.0724 0.0042 0.0735
0.90 0.0022 0.0022 0.0390 0.0022 0.0375 0.0022 0.0382

 
Table 3. Truncation error 

表 3. , 0.5, 0.01, 1.0AGE t x r     

x 精确解 AGE  410e  CAGE  410e    CNAGE  410e 

0.10 0.0022 0.0022 0.1410 0.0022 0.1352 0.0022 0.1381
0.20 0.0042 0.0042 0.2681 0.0042 0.2593 0.0042 0.2637
0.30 0.0058 0.0058 0.3689 0.0058 0.3577 0.0058 0.3633
0.40 0.0068 0.0068 0.4335 0.0068 0.4208 0.0068 0.4272
0.50 0.0072 0.0072 0.4556 0.0072 0.4423 0.0072 0.4489
0.60 0.0022 0.0068 0.4329 0.0068 0.4201 0.0068 0.4265
0.70 0.0022 0.0058 0.3676 0.0058 0.3564 0.0058 0.3620
0.80 0.0042 0.0042 0.2663 0.0042 0.2575 0.0042 0.2619
0.90 0.0022 0.0022 0.1389 0.0022 0.1331 0.0022 0.1360

 

数值解与精确解可达同样精度。就截断误差来看，三

个算法都有比较理想的截断误差。从表(1)和(2)可以看

出，取相同的网比，在不同的时间层，在靠近边界处

改进的 AGE 算法均有更小的截断误差，且截断误差

为  510o  ，是  o t x   ，但数值明显减小，误差进

一步减小。从表(2)和(3)可以看出，取不同的网比，在

相同的时间层，在靠近边界处改进的 AGE 算法均有

更小的截断误差，且截断误差同样为 ，是 510o  
 o t x   ，数值明显减小，误差进一步减小。因此

使用两种在靠近边界处对 AGE 改进的算法，计算精

度有明显改进，实验数据与理论分析相符合。 
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