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Abstract: In this paper, the definition of pointwise variation growth of interval maps was extended to con-
tinuous self-maps on k-dimensional space k 1 2I I I   , where iI  is a closed interval. L iet :i if I I  

be a continuous map and the total variation  n
if  be bounded fo  2, ,k . It was 

proved that the inequali

Var r all , 

ty 

0n  1,i 

     1 2 2, , , ,1 2,k k 1, , 1 2,k kx x x f s x x 

k

f f    x f  f   f holds for any 

 1 2 1 2, , , kx x x I I  

 
I  and that the functions 

  
1 11, ,f kx x    1 2, , , k fx x x   k kf f    1 1,, , k kx x f f    and  

       
1 11 1, , ,f k k k1 2, , , k f 1, ,

k kf fx x x s   x x s f f       x x  , which maps a point  1 2, , , kx x x  

to its local growth rate of variation and its local topological entropy respectively, are both upper semi-con-
tinnuous. The variational princeple which is corresponding to a variational principle on mappings on an in-
terval was obtained. When the map :i i if I I  is topologically transitive, 1, 2,i ,k  , the corresponding 

result of mappings on an interval was also extended. 
 
Keywords: Product; Bounded Variation; Variational Principle; Topological Entropy; Local Growth Rate of 
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摘   要：本文把线段映射的局部变差增长的概念推广到 k 维空间 1 2 kI I I   上的连续自映射

1 2 kf f   f 的情形，其中 iI 为闭区间。设 :i i if I  I 的各次迭代的变差有限， 。证明1, 2, ,i k

     1 2, , , 1 2 1 2, , , 1 2, ,kk k kx x x f f s x x f      f x f f 对所有   1 21 2, , , k kx x x I I  I  

成立，且局部变差增长映射      
1 11 1 1,, , ,

k k
,f f k f f k kx x x  

     
1 11 1, , ,

k k

x f   f    

1

与局部拓扑熵映射

, ,f f k f f k ks x x s x x f    

:i i i

f   均是上半连续的，得到一个与线段映射的变分原理

相对应的变分原理。当 f I  I k拓扑传递时， 1, ,i   ，也得到了线段映射相应结果的一个推广。 

 

关键词：乘积；有界变差；变分原理；拓扑熵；局部变差增长；全局变差增长 
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1]证明了 。文献[2]表明了变差集   : 1nVar f n    f h f 文献[ 的有界性与线段自映射 f 的周期点的分

布情形有关，特别地， 射 f 分段单调时，当线段自映    f h f (见文献 [1,3,4])。同时  f
[8]

也可应用到对混沌

的讨论[2]，与此有关的针对变差与一维波动方程动力性 参考文献[5-7]。文献 主要致力于讨论局

部变差增长 ,

状的讨论可以

 x f 的基本性质，并且将局部变差增长与局部拓扑熵     
0

, lim , ,s x f s x x I f


   作比较。

在这里，局 Bowen 的拓扑熵的定义直接导出。该文考虑 有限的

连续自映射 ,

 
I 上各



了闭区间 次迭代变差部
0

拓扑熵由文献[9]的

 f C I I 的局部变差增长  ,x f 与局部拓扑熵  ,h x f 的关系，证明了：1)    , ,x f h x f 对

所有


x I 均成立； 增长映射 2) 局部变差 f 和局部拓扑熵映射 fs 均是上半连续的；3) 至多

局部变 长

除了一个不动点外，

差增  ,x f 与局部拓扑熵 h x 间 0  , f 在开区 I 内恒为 还得到一个变分原理：局部变差增长常值。且

 ,x f 与局部拓 的上确界 变差增长 扑熵  ,h x f 分别等于全局  f 与拓扑熵  h f 。本文在文献[8]的基础上试

有关的重要 关的重要结果推广到 k 1 2 k图把其中的 概念及其相 维空间 I I I   上，其中 iI 为闭区间，

1, 2, ,i k 。 

识 

 

2. 预备知

个闭区间，把 I 上所有连续自映射所成之集记为设 I 是任一  0 ,C I I 。设  0 ,f C I I ，对任一子区间  ,a b I

和任一整数 0n  ， nf 在  ,a b 上的变差    ,a bVar f 定义为n   nV fsup ，其中取遍  ,a b 的所有分割

割  0 1 1, ,a x x x  ，   

，对于分 

, , m mx b    1
1

m
n n n

iV f f ，i
i

f x x 


  。特别地  nVar f 称为 nf 的全变差，把之简 I

记为 可 。  nVar f 。以上概念的定义 参考一般的实变函数的教科书

对于任一闭子区间 定义为   1
, limsup ln ( n

J
n

 ,J f )J f Va
n




J I ，其上的变差增长 r f 。若 

数集，则显然  : 0nVar f n R J 是有界的  , 0J f  。 

定义 1[8] 点 x I 处的局部变差增长定义为     , ,
0

im, lx f x x      f 。 

量空



设 f 为紧致度 间  ,X d 上的连续自映射 和 1n ，对 0  ，若对紧 的子集 F 中任两个不同

的点

集 K X

,x y 均满足   ,i ix   max : 0 1d f y i n     ，则称 F 是关于 f 的  ,n  分离集。以  , ,ns K f 表示 K 中

的基数最大  ,n  分离集的基 见文[6])。 数(

定义 2[8  ] 令 
0

, lim limsup ln n
n

1
, ,     

0
, lim , ,s x f s B x f





 称为 f 在 x Xs K f s

n 
 K f ，则 处的局部拓扑

熵，其中  ,B x  为以 x 为中心、以 为半径的闭球。 

设    1
limsup ln n

n
f Var f

n



 0 ,f C I I 的各次迭代变差有限，则其全局变差增长定义 ，其在 I 上的局部

变差增长映射 f 定义为    , ,f x x f x I   。 

设 , 0 定义为    , ,fs x s x f x X f C X X ，则 扑熵其在 X 上的局部拓 映射 fs 。 

定义 3 设 iI 为任意给定的闭区间， i iJ I 为任一闭子区间，连续映射 :i i if I I 的各次迭代的变差有界，

 ,i iJ f 为 if 在 iI 上的变差增长 ， 。定义[8] 1, 2, ,i k 1 2 kf f f   在 1 2 kI I I   上的变差增长为 

 i i 1 2 1
i

2
1

, ,
k

k kJ J J f f f J f      

  。 

定义 4 点  1 2 1 2, , , k kx x x I I I     处的局部变差增长定义为 

i   1 2
1

, ,
k

i
1 2, , , k k ix x x ，其中f f f x f 



       ,i ix f 为点 i ix I 处的局部变差增长[8]。 

定义 5 设 iI 为任意给定的闭区间， iJ iI 为任 间， 映射 :i i if I I 的各次迭

1 2

一闭子区 连续 代的变差有界，

1f  2 kf f 的全局变差增长定义为    k i
1

k

i
f f



 f f    。 
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3. 结果及其

引理 1  i i

证明 

 1 2 1 2
1

( , , , ), ,
k

k k
i

s x x x f f f x f


      。 

证明 对于 0  ，由文献[9]知， 

          

1 1 2n n 2

1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

1

, , , ,

, , , ,

, , , , , , , , ,

,

n k k

n k k

n k k n k k

n

x f s B x f s B x f
k k k

s B x B x B x f f f
k k k

, ,s B

s B x x x f f f s B x B x B x f f f

s B x

  

  

   

         
      

   
      

            
      

          





 

   

        1 2 2, , , , ,n n k kf s B x f s B x f    

， 

故
i i


    

     

    1 1
1

, , , ,
k

k k
i

s x x f f x f


     。 

定理 1 若连续线段映射 i:i if I I 的各次迭代的变差有限， 1, 2, ,i k  ，则   1 2 1 2, , , ,k kx x x f f f      

 1 2 1 2, , , , k ks x x x f f f  ，   1 2 1 2, , , k kx x x I I I     ，其中局部拓扑熵  ,i is x f 的定义如文献[8]，

k k
1,i  2, ,k 。 

[8] 1 2, , ,k k i i i ix f f f x f s x f      1 2
1 1

, , ,
i i

x x 
 

证明 由条件、引理 1 及文献 中的定理 1 知，     
k

    

  1 2 1 2, , , , ks x x f f f   x 。 

定理 2 对于各次迭代的变 续线段映射 i

注记 1：定理 1 是文献[8]中的定理 1 的推广。 

差有限连 :i if I I ， 1, 2, ,i k  ，局部变差增长的映射 

 
1f f  2 1 2: 0,

kf kI I I        是上半连续的，其中 

     
1 1 22 1 21 2 1 2, , , , , , ,

k kf f f k f f f k kx x x x x x f f       f     ，  1 2, , 1 2, k kx x x I I I    。 

0 1 2 k

 
 0 0, , ,证明 任意给定一点 (1) (2) ( )kx x x I I  I     ，由文献[8]的定理 2 知，  : 0,

if iI  和正数 是上

半连续的， 1, 2, ,i k  。于是对于 ( )
0,

i

i
f x 和 0

k

 ，必存在 0i  ，使 )得对所有 i (

0 0, i
i i

( ) ( )i ix x x  I    均成

立 .取  min 1, 2, ,i i k    ，则对      ( )
0, kx(1) (1)

0 0 0, ,B x x x(2
0x ) (2) ( )k

0x         中的任一点   

 (1) (2), , , ( )kx x  

  (1)
k k

x f

x ，均有

(2) ( )
1 2, , , ,x x f f  ) ,k i

k ix f  ( ( ) (1) (2)
0 0

1 1

, ,i
i

i i
x x  1 2,k f f f( )

0, x0 ,x f k    
 

      。由

(2) (

  

是点  (1) )
0 0 0, , , k

    

于 B x x x 的邻域且此点的任一邻域包含 这种形式的邻形如 B 域，故
1 2 1 2:

kf f f kI I I        

 0,  是上半连续的。 

注记 2 [8]中的定理 2 的推广。 

3 设  0 ,i i i

：定理 2 是文献

定理 , 1, 2, ,f C I I i k  ，局部拓扑熵映射  
1 2 1 2: 0

kf f f ks I I I   ,      是上半连续的，且

1 2 1 2k k
     ,f f f f f fs s s s       ，其中 1 2 1 2, ,

k 1 2 1 2 1 2, , , ,
kf f f k kf f f ks x x    x fs x x x f f     ，

i
 fs 是 if 的

证明 由引理 1 和文献[ 理 3 即可证得。 

献[8] 定理 3 的推广。 

局部拓扑熵映射

8]中的定

注记 3：定理 3 是文 中的

[8]， 1, ,i k  。 

推论 1 设线段映射 :i i if I I 的各次迭代的变差有 , 1, 2, ,i ix I i k   ，则对 

的闭包中的任一点 ，均有

限，

   1 2 1 2 1 2, , , ,k k kx x x f f f f f f            1 2, , , : 0
n

kOrb x x x n 

 

 1 2, , , kz z z

    1 2 1 2 1 2 1 2, , , , , , , ,k k k kx x x f f z z z f f       f f   。 
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证明 由于               1 2 1 2 1 1 2 2 1 1, , , , , , , ,n n n
k k kOrb x x x f f f f x f x f f Orb x        2 2: 0 ,kx n Orb x f   

 ,k kOrb x f    , , , 1, 2,i i i i( , if )i iz Orb x ，均有 ,x f z f i    。故由文献[8]中的推论 4 知，对于任意 k 。 

从而 ,有  ,i  
1 1

k k

i i i
i i

x f z
 

  f ，即      1 2 1 2 1 2 1 2, , , , , , , ,k k k kx x x f f f z z z f f f           。故推论获

证。 

4：推论 1 是文献[8]中 论 4 的推广。 

定理 4 设线段映射 的各次迭代的变差有限，

注记 的推

:i if I I i 1, 2, ,i k  ，则 

      1 2, , ,k x x x  1 2 1 2sup , , : kf f x f f f I I I       

 (1)
0 0

1 2 1 2k k

(2) ( ), , , k

, ,x x 

2 k

kf    ，且存在点 

0 1x x x I I I     ，使得  (1) (2)  1 2,   ( )
0 0 0 1 2, , , k

k kx x  x f f f  
，对每个 1, 2, ,i k

f f   f 。 

证明 由文献[8]的定  ，理 6 知     :sup , ( )
0
i

ix Ii i i i if x f x I  ，且存在点 ，使得

   ( )
0
i

i ix f f  ，故   1 2 1 2
1 1

k k

i
i i

   ( ) (1) (2) ( )
0 0 0 0, , , ,i k

i  k kf f f f f   

 1 2, : : ,k k i i if f f I x I i

f 
 

 

 1 2, , ,x x x

x f x x x 

   1 2
1

sup ,
k

k k
i

I I x f 


f     。因 

1, 2, ,i k x1 2sup , , ,x x            
 
 

   
1 1

k k

i i
i i

   

i sup , :i ix f x I f 
 

   ， 而      1 2 1 2 1 2, , , : ,k kx f f f x x 1 2k I Isup , , ,x x x kI    

 1 2, k

     

 )
0

(1) (2) (
0 0, , , kx x x f f f    ，因此定  理获证。

注记 5：定理 4 是文献[8]中的定 推广。 

定理 5 若线段映射

理 6 的

:i i if I  I 的 ， 1, 2, ,i k  ，则局部变差增长 各次迭代变差有限

     1 2 1 2 1 2k k kx 1 2, , , , : ( , , , ) kx x f f f x x x P f f f        的上确界等于全局变差增长   

 1 2 kf f f   ，且存 在一点    (1) (2) ( )
0 0 0 1, , , k

2 kx x x P f   ，使得f f    (1) (2) ( )
0 1 2, ,k

k0 0, ,x x  x f f f    

 1 2 kf f f    。 

证明 由文献[8]的推论 8 知，       sup , : , 1,2, ,i i i i ix f x P f f i k     ，且存在一点  ( )
0
i

ix P f ，使得

,   ( )
0 , , ,i

i i 1, 2x f f i    k 。故    ( )
0

1 1

,
k k

i
i i

i i
x f f 

 

 

   1 2k k

，即 

 0 0 0 1 2, , , ,k(1) (2) ( )x x x f f  

 

f f f f     。因

   

  

       1 2 1 2sup , , , , 1 2 1: , , ,k k k 2
1

sup , :
k

k i i i i
i

x x x f f   

 

f x x x P

 

f f f x f x P f


     ，而 

       (1) (2) ( )
1 2 1 2sup , , , , 1 2 1: , , , k 2 0 0 0 1 2, , , ,k

k kk kx x x f f  

 

f x x x P f f f x x x f f f         ，且 

     1 2 1 2k kP f f f P f P f P f        。于是定理获证。 

注记 6：定理 5 是文献[8]中的推论 8 的推广。 

定理 6 若线段映射 i:i if I I 拓扑混合， 1, 2, ,i k  ，则
1 2 kf f  fs  在 1 2 kI I I   的内部  0

1 2 kI I I   处

处等于某一个常数；假如 if 的各次迭代变差有限， 1, 2, ,i k  ，则局部变差增长函数
1 2 kf f f    在  1 2 k

0I I I  
内也处处 等于某一个常数。另外，这两个函数在  0

k1 2I I I 处处为  正。 

证明 由文献[8]的定
i

理 10 知， fs 在 0
iI 内 一个常 , 1i , 2, ,ic k 处处等于某 数 。由于 

k 0 0 0
1 1kI I I   I  ，故在  1 2 k

0I I I   内，有
1 2 k

k

1 1
i

k

f f f f i
i i

s s c
 

   。   由文献[8]的定理 10 知，
if

 在

0
iI 内处处等于某一个常数 , 1, 2, ,kid i ，则

1 2
1 1

k i

kk

f f f    f i
i i

d
 

   。因 0, 0, 1,2, ,
i if fs i k    ，故
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，  。 

 

1 2
1

0
k i

k

f f f f
i

s s  


 

定理 7 设 :i i

1 2
1

0
k i

k

f f
i




 

的定理 10 的

i

f f  

注记 6：定理 6 是文献[8]中 推广。

f I I 为拓扑传递的线段映 iI 恒为常值的 0
iI为局部拓扑熵映射

if
s射， 的最大开子集，

1, 2, ,i k  ，则
1 2 kf f f 在 1 2 ks    I I I     内恒为 n

if 变差极限，设 iJ 为局部变差增长映射
if

常值；假如各次迭代

1 2 kf f f   在 1 2 kJ J J    恒为常值的 0
iI 的最大开子集， 1, 2, ,i k  ，则局部变差增长映射 内恒为常值。并且

[8]

 这两个函数处处为正。

 文献 的定理 11， iI证明 根据  或者为 0
iI 或者为从 0

iI 中去掉 if 的一个不动点所得 可假设

, ,
i if i i i i

的开集。故

  , ;i i f   , , 1, 2i is x c x I   x d x J i    k 。则对任意  1 2 1 2, , k k,x x x I I I     ，有 

 
1 2 1 2, , ,

k

k k

 

 1 2 1 2, , , k kx x x J J J       
1 1

if f f k f i i
i i

s x x x     s x c
 

  ；对任意 ，有 

   , , ,
k k

1 2 1 2k
1 1

if f f k f i i
i i

x x x x 。又因为 0, 0, 1,2, ,
i if fd 

 

      s i k   以
k

k

f ；  ，所
1 2

1

0
if f f

i
s s 



 

1 2
1

0
k i

k

f f f f
i

   


 

注记 7：定理 7
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