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Abstract: In this paper, the author discusses commutators of a class of generalized Calderón-Zygmund op-
erators generated by Lipschitz functions. By maximal function estimates, the boundedness of these commuta-
tors on Lebesgue space with variable exponent is obtained. 
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摘  要：本文讨论了一类由广义的 Calderón-Zygmund 算子与 Lipschitz 函数生成的交换子，通过极大函

数估计，得到了其在变指数 Lebesgue 空间中的有界性。 
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1. 引言及预备知识 

2006 年 Cruz-Uribe，Fiorenza，Martell 和 Pérez[1]得到：如果 Hardy-Littlewood 极大算子在变指数 Lebesgue

空间 中有界，则奇异积分交换子   p nL R   , BMb T b O 在    p nL R 中具有有界性。受以上结论启发，本文将

考虑一类广义的 Calderón-Zygmund 算子交换子  Lipschb itz 在变指数 Lebesgue 空间 中的有界性。   p nL R 
定义 1[2] 设 为 上所有 Schwartz 函数空间， nS R nR  S R n 是其对偶空间，即 上的缓增广义函数空间。

设T S 是以

nR

 : R   n nS R  , K 为核的线性算子，定义为 

        , d ,   n
n

cR
T f x K x y f y y f C R= . 

若下列三个条件成立，则称 T 为广义 Calderón-Zygmund 算子： 

1) T 可以延拓为 上的有界算子。 2 nL R 
2) K 除对角线   , :n nx y R R x y   外是光滑的，且 
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    ，其中 是与 y 和 z 无关的常数。 0C 

3) 存在正常数序列 jC ，对任意 ，有j N       
1

12 - - 2 -
, , d 2

nq q

j j

q j
jz y x y z y

K x y K x z x C z y 




 
   且 

      
1

d
q

j12 2
, , 2

n
q

j j

q j

y z y x y z
K y z x x C z yx K

 
    

   。其中  ,q q 是固定的正数对，满足 1 1 1
q q
  且 

。 1 2q 

容易验证该算子是经典 Calderón-Zygmund 算子的一个推广。经典 Calderón-Zygmund 算子在 Fourier 分析，

复分析，算子理论等方面有着很多重要应用，因此对广义 Calderón-Zygmund 算子研究具有重要意义。 

定义 2 广义 Calderón-Zygmund 算子交换子  ,b T 定义为： 

         ,b T f x b x Tf x Tbf x  . 

Der-Chen Chang[2]首先引入广义 Calderón-Zygmund 算子 T，并得到了它在加权 Lebesgue 空间上的有界性。

近些年来，很多作者都对其及交换子进行了研究[3-5]。 

定义 3 令 p 为 上函数值在  之间的可测函数，nR 1,    p nL R
为定义在 上的可测函数 f 的集合使得对于

某些

nR

0  ，有 

   

dn

p x

R

f x
x



 
   

 
 . 

这个集合当赋以范数 

 
   

inf 0 : d 1p n

p x

L R

f x
f x




           
  

时为 Banach 函数。 

因为这些空间推广了标准 Lebesgue 空间的一般规律，被称之为变 Lebesgue 空间。我们可以在 上任何可

测子集上定义变 Lebesgue 空间[6]。本文仅讨论在整个 空间上。 

nR
nR

 np R 表示在 上可测函数 p 的集合，其中 p 的函数值在nR  1, 之间，使得 

   1 inf , sup
n nx R x R

p ess p x ess p x p 

 

     . 

定义 4 给定函数  1 n
locf L R ，定义它的 Hardy-Littlewood 极大算子为 

   1
sup d

Qx Q
Mf x f y y

Q
  . 

这里的上确界取遍所有中心在 x 的方体。对于 ，记 1p 

      
1
pp

pM f x M f x . 

众所周知 Hardy-Littlewood 极大算子在 Lebesgue 空间的有界性在分析中起重要作用，其在变指数 Lebesgue

空间中也是很重要的，为此人们得到了指数函数  p  的一些条件使得极大算子 M 在 空间上有界。本文

中令 为使得Ｍ在

  p nL R 
 nB R    p nL R

空间上有界的  p  的集合，其中    np P R  。 

定义 5 Sharp 极大函数定义为 

     # 1 1
sup d supinf dBB Ba Cx B x B

M f x f y f y f y a y
B B 

     . 
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其中  1
dB B

f f y y
B

  ，上确界取遍所有包含 x 的球 B。 

定义 6 设 0 n  ，1 l  ，分数次 Hardy-Littlewood 极大算子 ,lM  定义如下： 

 
 

  

1

, ,10

1
sup d

,

l

l

l l B x rr
n

M f x f y y

B x r
 



 
   
 
 

 . 

定义 7 设 0 1  ，Lipschitz 空间  中的函数满足 

   
, , 0

sup
nx h R h

f x h f x
f

h 
 

 
  

 T

. 

2. 结论及证明 

本文讨论由广义 Calderón-Zygmund 算子与 Lipschitz 函数生成的交换子在变指数 Lebesgue 空间上的有界性，

结论如下： 

定理 1 设 是广义 Calderón-Zygmund 算子且数列0 1 ,b       1jC l ，令      1 2, np p B R   ， 

   1 2

1 1

p p n


 

 
且 1

n
p


  ，则      12

, pp
LL

b T f C b f


 
  。 

定理证明前，需要一些引理。 

引理 1[5] 设 T 是广义 Calderón-Zygmund 型算子， q如定义 1 所述。若数列  1jC  l ，则对任意 s 满足 

，存在常数 ，使得对所有具有紧支集的光滑函数 f，有 q s    0C 

     # a.e.sM Tf x CM f x x . 

引理 2[5] 设 T 是广义 Calderón-Zygmund 型算子， q如定义 1 所述。若数列  1jC l 且 b   ， 0 1  ，

则对任意 s 满足 ，存在常数 ，使得对所有具有紧支集的光滑函数 f，有 q s    0C 

          #
, ,, s sM b T f x C b M Tf x M f x

  
  . 

引理 3[1] 设 ，且满足     1 2, np p P R   1p n   和
   1 2

1 1
, nx R

p x p x n


   ，如果存在 ， 0p

0

n
p

n 
    


，使得  2 0

np x p B R ，则有    121, pp LL
M C f   。 

引理 4[1] 设 ，若存在常数 ，使得   P np R  1p 10 p p  且    1
np p B R  ，则 

       
#

p n p nL R L R
Mf M f  . 

引理 5[1] 设 ，则下列条件等价    np P R 
n1) ；    p B R 

2) ；    np B R   
3)    np q B R  ，对于任意1 ； q p 

4)     np q B R  ，对于任意1 q p  。 

定理 1 的证明：取 且 1 2min ,q s p p   １
1 2

1 1 1
,q

s p p 
  为定义所述，则由引理 2、4、5 得 
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引理 引理
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其中 
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由引理 5 知，
  2 np

B R
s

 
，取 0

1

1

1
p

s

p




，则
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n s s


 

  
  

 ，有
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np
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 。 

根据引理 3 和引理 1，可得 
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另一方面, 

     
 

       

11 1

12 12

2

, 1, 1,

ss s
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    . 

综上可得， 

              12 2 2, ,, pp p ps s LL L L
b T f C b M Tf M f C b f

      
    . 
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