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Abstract: In this article, we prove norm inequalities for the Littlewood-Paley function associated to a non- 

negative self-adjoint operator satisfying a pointwise Gaussian estimate for its heat kernel on generalized pL  
spaces with variable exponent. 
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摘  要：本文研究了与非负自伴且热核满足 Gaussian 上界的算子相联系的 Littlewood-Paley 函数在一般

的变指数 空间上的有界性。 pL
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1. 引言 

对给定的可测函数 ，变指数Lebesgue空间 : 1,np R      p nL R
表示为由满足以下条件的 上的可测函数
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则 是一个 Banach 空间。若 是一个常数，则  p nL R   p x p    p nL R 就是  p nL R 。 与经典的  p nL R  pL 空间

有很多共同之处。变指数 pL 空间在 PDE 中有着广泛的应用，见[1,2]。在应用过程中，经典算子在变指数 pL 空

间上的有界性起着至关重要的作用。许多学者研究了极大函数、奇异积分算子及分数次积分算子在变指数 pL 空

间上有界的充分条件，见[1,3-8]。在本文中，我们研究与非负自伴且热核满足 Gaussian 上界的算子相联系的

Littlewood-Paley 函数在变指数 pL 空间上的有界性。 

假设算子 是 上的非负自伴算子，且其生成的半群L 2 nL R  e tL 的核  ,tp x y 满足Gaussian上界 

 
2

2
, expt n

x yC
p x y

ctt

 
 

 

,


                                (1) 

对所有的 及0t  , nx y R ，其中 和 是正的常数。 C c

对  nf R ，定义 Littlewood-Paley 面积函数 LS 为 
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有关 LS 在  p nL R 空间上的有界性，见[9-11]。 

Hardy-Littlewood极大函数 Mf 定义为    
: 

1
sup d

BB x B
Mf x f y y

B
  ，其中上确界取遍所有包含 x 的球。

Fefferman-Stein的#极大函数 # M f x 定义为 
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其中1 1 ，则称 。当1p p   n   1p,1pw A R p   时，若存在常数 使得对所有的球 有C B  1
d

B
w y Cw x

B
  

几乎处处成立，则称 。记1w A    p
n

1 p

nA R   A R
 

。有关上述的定义，见[12]。 

下面给出几个有用的结果。 

引理1.1 设 是一个偶函数且 0C R   supp 1,1   。记 为 的Fourier变换。则对任意的 ， 0,1,2,k  

及所有的 ，算子0t    2 t L t L
k

的核
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其中 , nx y R 。 

关于该引理的证明，见[11]。 

记 为满足以下条件的可测函数 nR  : 1,np R   所组成的集合 

     ess inf : 1,  ess sup : .n np p x x R p p x x R         

记 为满足以下条件的可测函数0 nR   : 1,np R   所组成的集合 
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     ess inf : 0,  ess sup : .n np p x x R p p x x R         

记 为使得 nR  M 在 上有界的  p nL R     np   R


所组成的集合。 

令 表示由非负可测函数对  ,f g 所组成的集合。不等式 

       0 dn n

p

R R

0 d
p

f x w x x C g x w x x                              (5) 

对任意的 及 成立是指常数 仅依赖于 及 的 ,f g  qw A C 0p w qA 权常数。 

引理1.2 对给定的集合 ，假设存在某个 0 0,1p p  ，使得对所有的
0pw A 有 

         0 0
0d d ,   n n

p p

R R
f x w x x C g x w x x f g   , .

R

                 (6) 

若 ，存在 使得  0 np   0p p    0
np p R  。则对所有的  ,f g  ，只要   p n f L R ，就有 

   pL
f C g pL                                         (7) 

关于该引理的证明，见[4]。 

2. 主要结果及证明 

本文的主要结果是如下的定理： 

定理2.1 设 且设 是一个非负自伴算子且热核满足Gaussian上界(1)。则对任意的   np   R L  pf L  ，
 p

LS f L  ，有 

   pL L
S f C f pL  .                                 (8) 

为了证明定理2.1，我们需要如下的辅助函数。设  0C R  是一个偶函数且 ，d 1x   supp 1 10,1 10   。

记 为  的Fourier变换，且令    2 2 3ns s    s 。定义算子 ,g
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命题2.2 设 是一个非负自伴算子且热核满足条件(1)。则存在常数 使得对所有的L C  nf R ，有以下的

逐点估计： 

    , .LS f x Cg f x

                                (10) 

关于该命题的证明，见[11]。 

利用命题 2.2，为了证明定理 2.1，只需证明如下结论即可。 

定理2.3 设 且设 是一个非负自伴算子且热核满足Gaussian上界(1)。设   np   R L 3  。则对任意的
 pf L  ,  

,
pg f L 


 ，有 

   , pp LL
g f C f 

  .                              (11) 

证明 我们首先来证明若 3  ，则对任意的 0 1  ，都存在常数 使得 C

     #
, .M g f x CMf x 


                             (12) 

记     , : ,0 BT B y t y B t r    ，其中 Br 表示球 的半径。若B    ,y t T B ，由引理1.1的(4)可得 

       3 .Bt L f y t L f y                           (13) 

设 3  及 0 1  。为了证明(12)，我们只需证明对任意包含 x 的球 及某个数B Bc 有 
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给定一个包含 x 的球 。记 。对任意的B 1 0,n nR R
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s s

a b a b
s   。所以， 

                 

     

21 21 2 1 2

, 2 1 2 2 1 2 2

22

1 2 2 .

B B

B

g f z I z I z I z I z I z I z I z

I z I z I z



B







       

  
 

由此可得 

          
1 1 1

22 2

, 2 1 2 2 1

1 1 1
d d dB BB B B 2: .g f z I z z I z z I z I z z II II

B B B

  
  





    
            

    
  





 

众所周知，若 3  ，则 ,g

 是弱(1,1)的(见[11])。所以， 
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由此以及式(13)可得 
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另外，由均值定理可知，若 且z B    , 2y t T B ，则存在 0 1s  使得 

      .
n n s

B Bt z y t z y Cr t z y
  

       
n s 
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对所有的 都成立。由此以及式(14)可知 z B
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式(12)得证。对任意的1 及p   pw A ，由(12)可得 

 
   , .pp L wL w

g f C f

                                    (15) 

由式(15)及引理1.2可知定理2.3的结论成立。 

利用定理 2.3 及命题 2.2，我们可以得到定理 2.1 的结论。 
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