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Abstract: We will show in this paper that a continuous circular analytic signal can not only be represented as 
a product of a minimum phase signal and a maximum phase signal, but also a product of a minimum phase 
signal and an all phase signal. Based on the decomposition theorem, we will give some conditions under 
which a continuous circular analytic signal can be reconstructed from phase or amplitude. Moreover, we will 
further discuss under what conditions two disconnect circular analytic signals will have the same amplitude. 
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摘  要：在本文中，我们将指出任意连续的周期解信号不仅可以分解为极小相位信号和极大相位信号

的乘积，也可以分解为极小相位信号和全相位信号的乘积。在此基础上，我们给出了连续的周期解析

信号可以仅由相位信息或者幅度信息重构的条件。更进一步的，我们研究了具有不连通的频带有限的

周期解析信号保持幅度不变的条件。 
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1. 引言 

瞬时幅度和相位是信息论中处理调制信号最基本的概念，求这些概念最经典的方法是通过 Hilbert 变换定义 

的解析信号获得[1]。令 表示所有以 为周期且满足 2L T 2π  
1 22π 2

i

0

e dtf t
 
 
 
 的函数  ie tf 的集合，其中T 表示单 

位圆周  1T z z  
t

。对于给定的 ，它有如下 Fourier 级数展开：  2f L T

   i ie et k
k

k

f c f



 ， 
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其中    
2π

i i

0

1
e e d

2π
t kt

kc f f t  表示其对应的第 个 Fourier 系数。那么，其对应的周期 Hilbert 变换k  eHf it

e t

被定

义为 

     i ie i sgnt k
k

k

Hf k c f




  ， 

其中 表示符号函数，当sgn 0k  ，  sgn k k k ；当 0k  ，  sgn 0k  。因此，通过周期 Hilbert 变换， 

 it  2ef L T 对应的周期解析信号可定义为      ii e tHfi iet tf fe :a   。根据其表达式，我们知道存在唯一的幅 

度相位对 使得   ,t t        iie e tt
af t  

，其中      2 2
i ie et tt f Hf    ，  
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。在信 

号处理中，我们把  t ，  t 分别称为信号的瞬时幅度和相位，而相位  t 的导数 被认为是信号的瞬时

频率。因此，研究周期解析信号中的相位和幅度的关系，是科学界一个比较重要的问题[2-6]。比如说，当 

 t 

   i 2e tf L T t为频带有限的周期函数时，即 ，其中 ， 和   i ie e
n

t k
k

k m

f c f


  , 0m n    0nc f    0mc f  ， 

那么其对应的周期解析信号可表示为 。根据 阶多项式具有 个根的性质，频带有      i
0

1

e 2t
k

k

f c f c f


  
n

ie kt n n

it
j

限的周期解析信号 可分解为：  ie t
af

      i i

1 1

e 2 e e
p q

t t
a n j

j j

f c f a b
 

    ， 

其中 ，p q n  1 2, , , pa a a 和 分别为其对应的 Z 变换1 2, , , qb b b      0
1

2
n

k
a

k
kf z c f c f z



   在单位圆内和单位 

圆外的零点序列(其重点按重数排列)。在离散时间系统理论中[6]，有限频带的周期解析信号 

被认为是有限脉冲响应对应的频率响应，而由在单位圆外的零点确定的分解因子      i
0

1

e 2
n

t
a

k

f c f c f


  
   i ie : e

q
t t
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f b  称之为极小相位信号，由单位圆内的零点确定的分解因子    i i
max

1

e : e
p

t t
j
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  称之为极 

大相位信号，他们分别对应于离散系统中的极小相位系统和极大相位系统对应的有限脉冲响应的频率响应。根

据系统论的知识我们知道，极小相位信号的相位是其对数幅度的周期 Hilbert 变换，即 

     i i
min minln e i ln ei

min e e
t tf H ftf c





， 

而极大相位信号也可表示为 

     i i
max maxln e i ln ei i

max e e e
t tf H ft ptf c





。 

其中 、 是模为 1 的复常数。由于c c  2
0H f f c f   ，所以极小相位信号和极大相位能在一个常数因子范围

内被其相位或者幅度唯一重构出来。事实上，具有频带有限的周期解析信号不仅可以分解为一个极大相位信号

和极小相位信号的乘积，也可以分解为一个极小相位信号与全相位信号的乘积： 
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其中     i i

1 1

e : e 1 e
a

q p
t t
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    it
ja 的所有零点在单位圆外，为极少相位信号，它可表示为 

       i iln e i ln ei i
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而由互反的零点 ja 和极点1 ja 对确定的  
i

i
i
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e
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 称之为全相位信号，其中 c 是模为 1 的复常数。令
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i
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且其对应的瞬时频率
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k

非负。根据频带有限的周期解析信号的分解特征，在[2,3]等文献 

中给出了频带有限的周期解析信号由相位或幅度信息对信号进行重构的研究，更进一步地，在文献[4]中给出了

将频带有限的周期解析信号分解为全相位信号和极小相位信号的算法。 

作为上述的结论推广，在本文的第二段中，我们将指出任意连续的周期解析信号也可以分解为极小相位信

号和极大相位信号的乘积或极小相位信号和全相位信号的乘积。根据此结论，我们也研究了在什么情况下，连

续的周期解析信号可以由相位信息或者幅度信息重构的条件。更进一步的，我们研究了具有不连通的频带有限

的周期解析信号保持幅度不变的条件。 

2. 主要结论 

对于    i 2e tf L T ，根据周期 Hilbert 变换的定义，我们知其对应周期解析信号      i ie e i et t
af f Hf   it

ie t
k

具 

有 Fourier 级数展开式： 。根据 F.和 M. Riesz 定理[7]，我们知周期解析信号 

对应的 Z 变换
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 属于  2H D 且对于几乎处处的  0, 2πt ，

有    
1

e lima a
r
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 z r D  ，其中  2H D 表示在单位圆  1z:D z  内解析且满足 
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 的函数  f z 的集合。特别地，当周期解析信号  ie t

af     ie tt  连续且 时，由
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z rt ie D，其中   ，那么根据 Poisson 核
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1 2
的性质， 

我们知  af z 在闭圆盘   :cl D z z 1  内连续。根据 Hardy 函数的分解定理，对于这样一类特殊的信号，我们

有： 
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其中 是模为 1 的复常数，c  1, , nz z 是  af z 在单位圆内零点序列(其重点按重数排列)，参见[7,8]。自然，对于

连续的周期解析信号： 

引理 1 如果周期解析信号 连续且     iie e tt
af t    0t  。那么  ie t

af 有如下分解： 
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min min max max
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其中 、c 是模为 1 的复常数，    i i
max

1

e e
n

t t
k
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f z


  ，      i i
min maxln e ln ln et tf t f  ， 是1, , nz z  ie t

af   

对应的 Z 变换  af z 在单位圆内零点序列(其重点按重数排列)。■ 

根据上面的分解结论，我们将给出连续的周期解析信号由相位信息或者幅度信息进行重构的条件： 

定理 2 假设周期解析信号 连续且     iie e tt
af t    0t  。如果其对应的 Z 变换是  af z 为整函数且不
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具有互反的零点对时。那么周期解析信号  ie t
af 可以在一个常数因子内被其相位  t 重构出来。 

证明：如果我们已知相位 ，利用 t    0 2 πn  ，其中 表示n  af z 在单位圆内的零点个数 1, , nz z  2π 

(其重点按重数排列)。令   i
max
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e :
n
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j
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f z


 ，根据引理 1，我们有 
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其中 是模为 1 的常数， c

     i i
min maxln e ln ln et tf t f  。 

又因为 

     i i
min maxln e ln et tt nt H f H f     ， 

那么根据周期 Hilbert 变换的性质  2
0H f f c f   ，我们由相位  t 可得到 
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其中 是某复常数。显然，如果c  af z 为整函数且不具有互反的零点对时，那么由相位信息得到的  ie tg 对应 

的 Z 变换  g z 有且只有极点
1
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  g z

重构出来。因此，在上述条件下，周期解析信号  ie t
af

 t
可以在一个常因子范围内由其幅度 重构。■  t

定理 2 假设周期解析信号 连续且    iie et
af t    0t  。如果其对应的 Z 变换  af z 在复平面不具有

互反的零点极点对，f  0 0a  且  af z 的所有零点要么在单位圆内要么在单位圆外，那么周期解析信号  ie t
af

以在一个常数范围内由其幅度   构。 

可

t 重

证明：因为周期解析信号 连续且     iie e tt
af t    0t  ，根据引理 1，我们知道其对应的 Z 变换  af z

可表示为 
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其中 ， 是模为 1 的常数， 是ie tz r c 1, , nz z  af z 在单位圆内的零点序列。显然，如果  af z 的所有零点位 

于单位圆外，那么      i iln e i ln eie e
t t

a af H ft
af c





为极小相位信号，那么周期解析信号能在一个常因子范围内由幅度 

重构出来。如果  af z 的所有零点位于单位圆内，  0 0af  且在复平面内不具有互反的零点极点对，那么极小

相位对应的 Z 变换为 
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 重构出来。因此，在这种情况下，连续的周期解析信号 可以由在一个常数  ie t
af

因子范围内由其幅度 重构。■  t
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关于解析信号保持幅度不变的研究主有针对的是非周期的频带有限解析信号的研究[9-11]，而作为文献[9]对

应的周期解析信号的考虑，我们将给出具有不连通的频带有限的周期解析信号保持幅度不变的条件。 

令 表示所有 ,m nP T    i 2e tf L T 且         ie : inf , 0 ,sup , 0 ,t
n nSupp f n c f n c f m n        

 
的函数 

 ie tf     it  的集合，其中 为有限整数。,m n Z f 表示 ,e m nf P T 对应的 Z 变换 f z 在复平面的零点序列(其重

点按重数排列)。假设  ,i i iI m n 是互不相交的区间序列，其中 1, 2, ,i N  ， 且满足下面的可分条件：

，其中

0im 

 i jI I  m nI I     ,i j ji i jI I m  n  n m   m n，1 , , ,i j N  ， m n ，    , ,n m i j ， 表示

一个有序对，则我们有下面的结论成立： 
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证明：因为    ie t
a af g ie t ，那么 
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从本文的内容我们可以看出，我们将针对频带有限的周期函数的分解结论推广到连续周期解析信号的情形，

即任意连续的周期解信号不仅可以分解为极小相位信号和极大相位信号的乘积，也可以分解为极小相位和全相

位的乘积。在此基础上，我们也研究了在什么情况下，连续的周期解析信号可以由相位信息或者幅度信息重构

的条件。这些结论的给出不仅使我们对周期解析信号的结构有了更深入的了解，也为其应用奠定了理论基础。 

 中的任意子序列。■ 
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