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Abstract: The aim of this paper is to study the convergence analysis for a class of Sine-Gordon equations 
with strong damping by parabolic element under anisotropic meshes. Result of superclose about the nerve 
transmission signal can be acquired by virtue of the property that the interpolated operator is accordance with 
the Ritz projection. Finally, the corresponding global superconvergence is got by taking the advantage of the 
technique of the post-processing operator. 
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摘  要：在异性网格下，利用双二次有限元逼近对一类具有强阻尼 Sine-Gordon 方程半离散格式进行了

收敛性分析。同时，利用插值算子与 Ritz 投影相一致的性质给出了超逼近性质。最后，通过使用插值

后处理技巧得到了它的整体超收敛结果。 
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1. 引言 

具有强阻尼 Sine-Gordon 方程是物理学中很有用的数学模型，这类方程具有深刻的实际背景，它在超导体中

领域中有着广泛的应用[1]，由于其具有很强的应用价值，因此是近年来很多学者研究的热点方程之一[1-5]。 

文[1]利用代数分析法给出方程精确解的存在性与唯一性；文[2,3]研究了解的性态问题，证明了方程整体吸

引子的存在性，并给出了吸引子的维数估计；文[4]求出了方程的整体解并进行了数值计算；文[5]用差分方法对

此方程进行了数值模拟。然而，利用有限方法对此类方程做收敛性分析目前很少见到此方面的结果。 

文[6,7]等分别研究了线性有限元和双二次元的超收敛现象，但是上述结果都是基于对网格的经典假设基础

上，也就是对剖分的正则性假设或一致性假设，即 
 

*资助项目：河南省自然科学基金资助项目(No:122300410199)。 
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K Kh C  或 ˆh h C ， hK J  ， 

其中 hJ 是 的一个凸剖分簇， max
h

K
K J

h h


 ， ˆ min
h

K
K J

h


 h ，而 Kh 、 K 分别是一般单元 K 的最大直径和最大内切 

圆直径，这里及以后出现的C 均表示一个常数且与 无关，不同的地方可以取不同的值。但是，随着有限元方

法在诸多领域及越来越复杂问题中的应用，上述假设成为了一个很大的缺陷。为了解决这些问题，一些学者近

年来开始在各向异性网格上进行了一些研究并得到很多好的结果[8-15]。 

h

本文在各向异性网格条件下，考虑下面具有强阻尼广义 Sine-Gordon 方程 

         
     
   
   

sin , , , 0, ,

, 0, , 0, ,

,0 , ,

,0 , .

tt t

t

u x u u x u f x t x t T

u x t x t T

u x x x

u x x x

  





      


 


 
  

                (1) 

其中 为 上的一个有界闭区域， 为其光滑边界。  2R 

本文首先给出了双二次有限元空间的单元构造，并构造出该有限元空间上的插值算子，同时给出了插值算

子的性质。第三和第四部分，利用双二次有限元逼近对问题(1)在半离散格式进行了收敛性分析，同时，利用插

值算子与 Ritz 投影相一致的性质给出了超逼近性质。最后，通过使用插值后处理技巧得到了它的整体超收敛结

果。 

2. 单元构造 

为简单起见，不妨假设 是 上的一个有界凸多边形区域，其边界分别平行于坐标轴2R -x 轴 轴。-y hJ 为

的一个矩形单元剖分族，对任意的 hK J ，单元 的中心设为K  ,K Kx y ，沿 -x 轴方向和 轴方向的两条边的边

长分别记为

-y

2 xh 和 2 yh ，单元 K 四个顶点分别为  1 ,K x K yZ x h y h ，  2 ,K x K yZ x h y h ，  3 ,K x K yZ x h y h ，

4 ,K x K yZ x h y h ，单元 K 的四个边分别为  4 , 1, 2,3i 1 modi i iZ  , 4 max
h

l Z 。记  , x yh
K J

h


 h ，但该剖分不要

求满足正则性或拟一致假设。 

在 K 上定义有限元  , ,K KK P  如下： 

 , 1,2, ,9K iv i    ，  2 2 2 2 2 21, , , , , , , ,KP span x y x y xy x y y x x y ， 

其中 

 i iv v a ， 4

1
d

i
i l

i

v v
l  s ， i 1, 2,3, 4, ， 9

1
d d

K
v v x y

K
  。 

有限元空间定义为 

 ; , ,h h h h
K K hV v v P K J v     0 。 

插值算子  2: h
hI H  V 定义如下： 

h K K ，                              (2) 

   
 

 

, 1, 2,3, 4,

: d 0, 1, 2,3, 4,

d d 0.

i

K i i

K Kl

KK

I v Z v Z i

I I v v s i

I v v x y

  
   

  




I I

关于此插值算子 hI ，在各向异性网格下还具有下列性质： 

引理 1  ，则有 ]8[    1 3
0u H H   

3

30 1h hu I u h u I u Ch u    。                                 (3) 
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更进一步，如果  6u H  ，则 ，有 hv V 

   4

4 0
,hu I u v Ch u v    。                                 (4) 

3. 方程的有限元逼近 

假定问题(1)中的  1 20 x     ，  1 20 x     ，  10 x 2     ，则问题(1)的等价变分形式可写

为： 

对任意的 ，求0t     1
0u t H  ，使得  1

0v H    

             
   
   

, , , sin , ,

0 ,

0 ,

tt t

t

u v x u v x u v x u v f x t v

u x

u x

  





      
 
 

, ,

                (5) 

其中 

 , du v uv x y


  d ，    0 ,t tu u x 0 ，    0 ,u u x 0

h

。 

于是(5)式有限元半离散格式为：求 ，使得  hu V hv V 

             
   
   

, , , sin , ,

0 ,

0 .

h h h h
tt t

h
t

h

u v x u v x u v x u v f x t v

u x

u x

  





      
 




, ,

l

              (6) 

引理 2 上述问题(6)的解是存在唯一的。 

证：设 是 的一组基，令 iv hV

   
1

,
N

h
l

l

u x t t v


  ， 

则(6)式变为 

 
 
 

,

0 ,

0 ,

j j

j j

G B E F

a

b

   





    
  
 

                                     (7) 

其中： 

   , ,, ,i j i j i jn n
G G v v


 G ，     , ,, ,i j i j i jn n

B B B x v v


  ， 

    , ,, ,i j i j i jn n
E E E x v v


   

, ,

， 

             
1

1

, sin ,
N

j j l l jn
l

jF F F x t v v f x t    




       
  
 v ， 

,j ja b 由 确定。    0 , 0h h
tu u

因为 G 是对称正定矩阵，由常微分方程的 定理知，当 时，方程组存在唯一解。  Caratheodory 0t 

4. 方程收敛性分析 

下面我们给出第一个主要结果收敛性分析： 

定理 1 设u 是问题(5)的解，且    1 3
0u H H   ， 是问题(6)的有限元解，则 hu V h

Copyright © 2013 Hanspub 236 



乔保民  一类具有强阻尼 Sine-Gordon 方程异性网格上的超收敛分析 

 
1

2 22 2
3 3 301

d
th

tt tu u Ch u u u t
 

    
  

 ；                              (8) 

 
1

2 22 2
33 3 300

d
th

t t t tt tu u Ch u u u u t
 

     
  

 。                          (9) 

证： ，由方程(5)和(6)得误差方程 hv V 

              , , , sin sih h h
tt tt t tu u v x u u v x u u v x u u v           n ,h 。       (10) 

令 ， ，那么误差方程(10)变为 hw u I u  h
hu I u  

       
           

, , ,

, , , sin sin

tt t

h
tt t

v x v x v

w v x w v x w v x u u v

    

  

   

       。,
          (11) 

取 tv  ，则方程(11)变为 

 
           

2 22

10 0

1 d

2 d

, , , sin sin

t t

h
tt t

C C
t

w v x w v x w v x u u v

  

  

 

       。,
              (12) 

(12)式两边对 t 从 0 到 t 积分，注意到    0 0t  0  ，有 

 
    

      

2 22

10 00

0 0

0 0

4

1

1
d

2

, d , d

, d sin sin , d

t

t t

t t

tt t t t

t t h
t t

i
i

C C t

w t x w t

x w t x u u

G

  

  

   



 

 

    





 

 

 ，

t
                      (13) 

其中， 

 1 0
, d

t

tt tG w   t   2 0
, d

t

t tG x w  ， ， ，t   3 0
, d

t

tG x w    t    4 0
sin sin , d

t h
tG x u u   t



。 

下面我们借助不等式(3)对 逐项进行估计：  1, , 4iG i  

  2 26
1 0 0 3 00 0 0 0

, d d d d
t t t t

tt t tt t tt tG w t w t Ch u t         t ； 

   2 26
2 2 0 0 3 00 0 0

, d d d d
t t t

t t t t t tG x w t w t Ch u t           0

t
t ； 

        3 0 0

22 2 24 4

3 1 130 0

, d , ,

d d

t t

t t

t t

t

G x w t x w x w t

Ch u C Ch u t C t

     

 

        

   

 

 

d
； 

    2

4 00 0
sin sin , d d

t th
t tG x u u t      t 。 

取适当的 ，整理可得 

    2 2 22 2 24

1 3 10 3 30 0
d

t t

t tt t tCh u u u t C t         
2

0
d 。                  (14) 

利用 不等式，则有 Gronwall
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  
1

2 22 22

30 30
d

t

t ttCh u u u t    3t ；                              (15) 

  
1

2 22 22

1 3 3 30
d

t

tt tCh u u u t    。                               (16) 

由引理 1 并利用三角不等式，定理得证。  
定理 2 设u 是问题(5)的解，且    1 6

0u H H   ， 是问题(6)的有限元解，hu V h
hI u 是 的有限元插值，

则 

u

  
1

2 22 23

4 3 401
d

th
h ttu I u Ch u u u t    t 。                           (17) 

证：利用引理 1 中的(4)式，对定理 1 中的 重新估计，有 3G

        3 0 0

22 2 28 6

4 1 140 0

, d , ,

d d

t t

t t

t t

t

G x w t x w x w t

Ch u C Ch u t C t

     

 

        

   

 

  。

d
 

利用定理 1 的证明方法，(16)则变为 

  
1

2 21 2 23

4 3 40
d

t

tt tCh u u u t    。                              (18) 

从而定理得证。  

5. 各向异性网格下的超收敛分析 

为了得到整体超收敛结果，我们把相邻4个小单元 1 2 3 4, , ,K K K K 合并成的一个大单元 K (如图1)。 
 

8Z

2Z3Z  

1K

7Z

6Z  5Z 4Z

9Z  

1Z

2K

3K 4K

 

Figure 1. Big element  K

图1. 大单元  K

 

在 K 上，需要构造如下插值后处理算子 2hI ： 

   2 2 ,h K
I Q K C K   

  ， 

这里， 为 2Q K K 上双二次多项式空间，为 K 上连续函数空间。且 2hI 满足 

   2 1, ,9h i iI Z Z i   ，                                 (19) 

由[9]知，上述插值后处理算子 2hI 具有有各向异性特征，即  1 2,    ，当 1  时，有 

   3
2

0, 2,

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ,h
K K

D v I v C D v v H K    
 

 。                         (20) 

引理3  ，插值算子
]10[  4u H   2hI 满足 
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22h h hI I u I u ，                                       (21) 

3
2 41hI u u Ch u  ，                                   (22) 

2 11
, h

hI v C v v V   。                                 (23) 

在超逼近结果(17)和引理3的基础上，有下面的整体超收敛结果： 

定理3 对任意 ，有下面的整体超收敛    1 6
0u H H  

  
1

2 22 23
2 4 3 401

d
th

h tt tI u u Ch u u u t    。                         (24) 

证：由定理2和引理3，可得 

 

  

3
2 2 2 2 2 411 1 1

1
2 22 23 3

4 4 3 401
d

h h h
h h h h h h h h

th
h tt t

I u u I u I I u I I u u I u I u Ch u

u I u Ch u Ch u u u t

       

     
。 

定理得证。  
本文在各向异性网格下研究了问题(1)的双二次有限元逼近，讨论了其在半离散格式下解的收敛性， 

同时，利用插值算子与 Ritz 投影相一致的性质给出了其超逼近性质。最后，通过使用插值后处理技巧得到

了它的整体超收敛结果。本文的结果对于探索后验估计方法和进一步设计数值求解此类方程的自适应算法有一

定的帮助。 
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