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Abstract: We present a result which is used to check the existence and uniqueness of fixed points of a real 
function. We also give a multiplicity of fixed points and a method of how to divide the interval into several 
parts, in which only one fixed point exists. Furthermore, we get all the fixed points via iteration method. 
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摘  要：本文给出一种判断不动点存在唯一性的结论，同时给出一个关于多个不动点的存在性定理，

最后给出一种区间的分法，使得在每个小区间上相应函数存在唯一的不动点，进而确定出不动点的个

数，并用迭代的方法求出不动点。 
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1. 引言 

已知函数  f x ，使方程  f x  x成立的 x 叫做函数  f x 的不动点。不动点是数学分析[1]中有趣的内容，同

时在非线性分析领域[2]也有广泛的应用。本文将给出不动点定理的存在唯一定理，及多个不动点存在性的定理，

并确定在给定区间上不动点的个数。 

引理 1.1 设函数  f x 在  ,a b 上连续可导，若  0 ,x a b 使得  0 0f x  ，则存在，使得  f x 在 

  0 0, ,x x    a b 上存在反函数。 

证明：应用数学分析知识，容易证得结论成立。过程略。 

引理 1.2 设函数  f x 在  ,a b 上可导，且存在不动点。若对  ,x a b  ，有   1f x  ，则 f 在  ,a b 上存在

唯一的不动点。 

证明：采用反证法，即证明如果至少存在两个不动点，则与 f 在  ,a b 中不存在导数为 1 的点相矛盾。设 1x ，

2x 为 f 的任意两个不动点，不妨设 1 2x x 。 
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Copyright © 2013 Hanspub 277 



王丹 等  实分析中的不动点定理及其应用 

方法一： 

1) 当 时，由达布定理得，必存在一个导数值为 1 的点。      1 21 1f x f x   0

0

0

2) 当 时，显然存在导数值等于 1 的点。      1 21 1f x f x  

3) 当 时，即     1 21 1f x f x    1 1f x  且  2 1f x  ，或  1 1f x  且 ，  2 1f x 

情形之一：设 且 。  1 1f x   2 1f x 

令    F x f x  x ，则 。故存在一个很小的   1 1 1 0F x f x   1 0  ，使得 

 1 1 1,x x x   时，   0F x  ，即  f x  x。 

同理可证存在一个很小的 2 0  ，使得 

 2 , 2x x x  时，  f x x 。                                   (1) 

下证存在  0 1 2,x x x 使得 。若否，则对 0 1f x   1 2,x x x  ，有   1f x  ，即 ，知

，即

  0F x 

   1F x F x 0  f x  x，与上面(1)式矛盾。故存在  0 1 2,x x x 使得  0 1f x  ，应用达布定理，知必存

在  1 0,x x x 使得 。与已知假设矛盾。   1f x 

情形之二：设 且 。类似情形之一的证明，同样可得矛盾。  1 1f x   2 1f x 

引理 1.3 设  ,f C a b ，   : , ,f a b m n ，且    , ,a b m n ，在端点处存在邻域    ,U a U b  ，使 f 在邻

域内可导。若满足条件   ,  f a a f b b  或    ,f a a f b b  ，则  f x 必有不动点，若 ，

则可以通过构造新的函数

  f a f   1 1 0b  

   G x mF x x  把不动点迭代出来，称 为压缩系数，满足 m

 inf ,i ib x x a
m

M N

 



，

 
 

 
 

,,
sup , inf

x a bx a b
M f x N f x


   

其中， ix 为  f x 的不可导点和导数值为零的点。设 

     
     

, ,

, ,

f x x
 

f a a f b b
F x

f x x f a a f b b

  
 

   

 

引理 1.4 设  f x 是定义在  ,a b 上的连续可导函数，且       0f a a f b b   ，记 ，若  | 1A x f x 

A   或 A  对 x A  ，  f x  x ，且       0xf a a f x   ，则在  ,a b 中不存在不动点。 

证明：若 A  ，令    g x f x x  ，故   0g x  ，  ,x a b 。  g x 单调，又     0g a g b  ，不妨设   0g a  ，

故  g x 在  ,a b 上恒大于零。故不存在不动点。 

若 A  ，由 ，不妨设 。反证若在    0g a g b    0g a   ,a b 中至少存在一个不动点，记为 1 ，则  1 0g   ，

且 。不妨设 ，则 1 0 g   1g   0  ,0 1x U    ，  0 0g x  ，又因为   0g b  ，所以  0 ,x b  ，使得

。记  0g  inf | 2 10,x g x  x b   ，则  20 ,x   ，使得  g   0，(若否，对  0 ,x x   ，   0g x  ，

因为 ，所以 0 0g x   2 0g   ，矛盾。故存在    0 2, ,x a b  ，使得   0 g  )。因为  g x 在  ,a b 上连续。

所以 0 , 1   0  ，使得 ， ，矛盾。故在 0g    0 0 g  ,a b 中不存在不动点。 

2. 主要定理及证明 

定理 2.1 设函数  f x 在  ,a b 上连续可导，     , ,f a b a b ，  f a a ，  f b b ，记 

    ,| 1 ,A x f x x  a b ，且对 x A  ，  f x x 。则 在f  ,a b 上有有限个不动点。 

证明：由定理条件：  f x 在  ,a b 上连续可导，     , ,f a b a b ，  f a a ，  f b b ，可知  ,a b 上  f x

至少存在一个不动点(可令    F x f x  x ，通过连续函数的介值定理立刻可知 F 有零点，即为  f x 的不动点)。

令    g x f x  x 0， 。则 | ,x a   g x ,b g  N x gA N 。对 gx N  ，即 x A ， ，所

以

 g x  x x  0f

 0 gg N ，又 ， g a   f a  0a    0bg b f b   ，所以       0 ,gg N g a g b 。 
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由  g x 定义知，  g x 在  ,a b 内的零点即为  f x 的不动点。故只需证   0g x  在  ,a b 内有有限个解。若

不然，假设 在  0g x   ,a b 内有无穷个解，则它们在  ,a b 内必有聚点，设为 0x ，显然 。由于 0 0g x     ,g a g b

均不为零，故  , 0x a b 。由于    0 0 gg x g  N ，所以 0 gx N ，  0g x 0 。则由引理 1 知 0  ，使得在 

 0 0,x x   上存在的  g x 反函数，即在  0 0,x x    内  g x 不存在异于 0x 的零点。这与 0x 是聚点矛盾。 

综上所述 在   0g x  ,a b 内只有有限个零点，所以  f x 在  ,a b 上只有有限个不动点。 

定义 2.1(不动点的存在唯一区间)若  f x 是定义在  ,a b 上的连续可导函数： 

1) 满足边值条件       0f a a f b b   ； 

2) 在区间 中不存在导数为 1 的点。  ,a b
则在 上只存在唯一一个不动点。称 ,a b  ,a b 为不动点的存在唯一区间。 

定理 2.2 若函数  f x 满足定理 2.1 的条件，则能够给出区间的分法，使得在每个小区间为不动点的存在唯

一区间，并将定理 2.1 确定的有限个不动点在对应区间上一一迭代出来。 

证明：由定理 2.1 可知，在  ,a b 上存在有限个不动点。以下 A 如定理 2.1 中定义。 

若 A 为空集，则  f x 存在唯一的不动点。 

若 A 为非空集，现给出以一种不动点的存在唯一区间的分法。确定出不动点的个数。 

设 ， ,B A a b         1 | 0,B x f a a f x x x B x a     且  ，取 1 1infx B ， 

  | f a a     10,f x x x B a x x    且0B x ，取 0 0supx B ，由 0 1,x x 的取法可知，在  0 1, x x 内不存在使

 g x 导数为零的点。(容易验证  0 1, x x 为不动点的存在唯一区间)，记  1 1,C A a x  。 

若 为空集或 ，(任意1C     10,j jg x g b x C    jx )则由引理 1.4 可知在  1,x b 中不存在不动点。所以  1,x b

中没有不动点的存在唯一区间，则区间的选取结束。故只有区间  0 1,x x 为不动点的存在唯一区间。因此在  ,a b

上存在一个不动点。 

若 不为空集且1C     10,j jg x g b x C  对 ，(存在 jx ,不是任意)， 

取 ，      2 1 1| 0,B x f x x f x x x B x x     且 1 2 2inf x B ， 

      1 1 1 1| 0,B x f x x f x x x B x x     且 2 x ， 1 1supx B ， 

由 1 2,x x 的取法可知，在  1 2,x x 内不存在使  g x 导数为零的点。(容易验证  1 2,x x 为不动点的存在唯一区间)。 

记 ，  2 2,C A a x 

若 为空集或 ，对2C     0jg x g b  2jx C  ，C 不为空集，则由引理 1.4 可知在  2 2 ,x b 中不存在不动点。故

只有  0 1,x x ，  1 2,x x 为不动点的存在唯一区间。因此在 [ ,a 存在两个不动点。 ]b 上

j若 不为空集且2C     20,jg x g b x C  对 (存在 jx ，不是任意)，按上述过程依次取 

      1 1 1| 0,i i iB x f x x f x x x B x x       且 i ，取 infi ix B ， 

      1 1| 0,i i i iB x f x x f x x x B x x      且 ix ， 1 1supi ix B  ， 

记 ， 。  ,i iC A a x  i N 

由引理 1.2，  f x 在  1,i ix x ， 上有唯一不动点。因为i N   f x 有有限个不动点，故 ，使得 为

空集或 (任意

k N  kC

  j kg x g x C    0,j b  jx )，而 , ,iC i k i N     。故只有在  1, 1, 2,3, ,i ix x i k   存在唯一的

不动点。由引理 1.4 知在  1, 1, 2,3,i i ,x x i  k ，及  0,a x ， ,kx b 上不存在不动点。(每个区间为不动点的存在

唯一区间，所以在每个区间上存在唯一不动点)，从而  f x 存在 个不动点。显然，在每个区间 k

 1, 1, 2,3, ,i ix i  k 满足引理 1.3 的条件。故可用迭代格式 x

   1 1n n n n nx t x t f x    ，    1 1n n n n nx t x t G x     

将 个不动点一一的迭代出。 k
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3. 相关应用 

例：求 在 上的不动点。   2 ^ 6 3 ^ 5 5 ^ 4 6 ^ 3 2 ^ 2 1f x x x x x x      R

解：由  f x 的图像可知，求  f x 在 上的不动点，即求R  f x 在  1.6,2 上的不动点。 
 

-1.5 -1 -0.5 0.5 1 1.5 2

-2

2

4

6

8

 
 

显然   2f x C ， ， 1.6 13.7877f    2 9f  ，   4 18 ^ 2 20 ^ 3 15 ^ 4 12 ^ 5f x x x x x x      ，令   1f x 

解得 1x 1.12653  ，x2 0.318094  ， 3x  0.158713， 4x 0.890493 ， 5 1.64542x  ， 

 1.12653, 0.318094,0.158713,0.890493,1.64542A     

 1.6,2, 1.12653, 0.318094,0.158713,0.890493,1.64542B      

显然  i if x x ，所以  f x

 f x

满足定理条件，则有上述定理的区间分法得到四个区间， 

，  1.6f      1 | 1.6 0, 1.6B x x x B x      且

取 ，1 1inf 1.12653x B           0 1| 1.6 1.6 0, 1.6B x f f x x x B x x         且 ， 

取 0 0sup 1.6x B   ，所以第一个区间为  1.6, 1.12653  。进而第二区间  1.12653, 0.318094  第三区间

 0.890493,1.64542 第四个区间  1.64542, 2 。又因为在每一个区间上不动点是唯一的，所以存在四个不动点。 

以下为使用迭代法求不动点的过程 

程序如下： 

Iterate[f_, x0_, n_Integer] := 

Module[{t = {}, i, temp = x0}, 

AppendTo[t, temp]; 

For[i = 1, i <= n, i++, temp = (1 - 1/i)*temp + (1/i) f[temp]; 

AppendTo[t, temp]] 

t 

] 

f[x_]: = mF(x)+ x 

Iterate[f, k1, k2] 

现对第一个区间 应用引理 1.3 中的公式进行迭代，步骤如下：  1.6, 1.12653 

第一步：打开软件 Mathematica4，出现一个空白窗口，将上述程序复制粘贴到该空白窗口内； 

第二步：依次输入参数值 k1，m，k2，即将程序中的参数 k1 改为−1.3，m 改为 0.05，k2 改为 1000；另由

于  1.6 1.6f    ，  1.12653 1.12653f    ，故可构造 
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1  6 5 4 3 22 3 5 6 2F x x x x x x x       , 

第三步：将程序中的 F(x)改为以下函数表达式： 

 2 ^ 6 3 ^ 5 5 ^ 4 6 ^ 3 2 ^ 2 1x x x x x x       

第四步：将光标置于该程序末尾，然后键盘操作：按下 Shift 键，同时按下 Enter 键； 

则程序窗口内出现迭代数据行，最后几行重复出现的数据即为迭代结果；本次迭代的迭代结果为−1.34327 

 

对第 2 个区间  1.12653, 0.318094  应用引理 1.3 中的公式进行迭代，选取初值 k1 = −1.0，m = 0.5，k2 = 1000 

由于 ， ，因此构造  1.12653 1.12653f     0.318094 0.318094f   

   6 5 4 3 22 3 5 6 2 1F x x x x x x        x  

迭代结果为−0.724959 

对第 3 个区间  0.890493,1.64542

0.890493 1.64542f

应用引理 1.3 中的公式进行迭代，选取初值 k1 = 1，m = 0.2，k2 = 500。由

于 ， ，因此构造  0.890493f    1.64542

  6 5 4 3 22 3 5 6 2 1F x x x x x x x         

迭代结果为 1.36299 

对第 4 个区间 应用引理 1.3 中的公式进行迭代，选取初值 k1 = 1.7，m = 0.5，k2 = 1000。由于1.64542, 2
 1.64542 1.64f  542 ，  2f  2 因此构造 

   6 5 4 3 22 3 5 6 2 1F x x x x x x        x  

迭代结果为 1.82498。 
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