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Abstract: In this paper, we study the end of a complete noncompact non-totally geodesic minimal hypersur-
face. Under certain conditions, we obtain that the hypersurface has only one end. 
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摘  要：本文研究了黎曼流形中完备非紧致非全测地极小超曲面的端。在一定的条件下，我们得出这

种超曲面只有一个端。 
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1. 引言 

设 M 是一个完备非紧致黎曼流形， 是 M 中的一个紧致区域。设  1 0   表示的是 Dirchlet 边界问题的

第一特征值： 

,

0,

f f x

f x

   
  

 

这里 表示 M 的 Laplace-Beltrami 算子，那么通过局部单调性原理，完备非紧致流形 M 的第一特征值

，这里的下确界取遍 1 M  1 inf


 M 上的所有紧致区域。 

下面是黎曼流形 M 的 Laplace 算子 的第一特征值的另一定义： 

定义 1：黎曼流形 M 上的 Laplace 算子的第一特征值定义为： 
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这里  0f C M 。 

定义 2： M 是黎曼流形 上的一个 n 维极小超曲面，设N f 是 M 上具有紧致支撑集的 Lipschitz 函数，如果 

 
____

2 2 2
1 0n

M

f Ric e A f
     
  , 

那么就称 M 是稳定的。这里 是1ne  M 在 中的单位法向量， 是 上的在 方向的 Ricci 曲率，N  
____

1nRic e  N 1ne  A 是

M 的第二基本形式的长度。 

近，在文[1]中，N. T. Dung 和 K. Seo 得到如下定理。 

定理 A：设 是一个 n+1 维黎曼流形，其截面曲率N NK 满足 NK K ，这里 0K  是一个常数。设 M 是 中

的一个完备非紧稳定非全测地极小超曲面，如果

N

    112 1K n n M   ，那么 M 只有一个端。 

在文[2]中，L. F. Tam and D. T. Zhou 得到具体定理叙述如下： 

定理 B：设 是 中的一个 3nM n  1nR  2

n
稳定的完备浸入极小超曲面，如果： 
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那么 M 是一个平面或者是一个悬链面。 

由定理 B 可知当 中的1nR  2

n
稳定完备浸入极小超曲面(即

2

n
  )的第二基本形式满足一个积分条件时，这个

子流形有一个端或者两个端。 

在文[3]中，N. M. B. Neto 和 Q. L. Wang 得到具体定理叙述如下： 

定理 C：设 nM 是黎曼流形 中的完备非紧致子流形，且用mN A 和 H 分别表示 M 的第二基本形式和平均曲

率向量的模长，如果 H 是一个常数并且存在正常数 , ,a b 和 使得 l

 2 2
0,

a

M M

,f f A f C M                                    (1.1) 

并且
 

lim 0R

b

B x

lR

A

R


，那么 。 0H 

考虑到在不等式(1.1)中取 1  ， ，即为欧式空间中极小超曲面的稳定性不等式。一个自然的问题就

是在定理 A 中稳定性的条件能否改成不等式(1.1)。本文部分回答了这个问题，具体定理如下： 

2a 

定理 1：设 是一个 n + 1 维黎曼流形，其截面曲率N NK 满足 1 NK K ，这里 1 0K  是一个常数。设 M 是浸 

入到 中的一个完备非紧致非全测地极小超曲面，如果它满足如下条件N  2 2 2 0
M

A     ，其中
1n

n
 
 ， 

且设 ，那么  2

1 11n K M    M 只有一个端。 

注：这里部分推广了定理 B： 中的1nR  2

n
稳定完备浸入极小超曲面到一般的黎曼流形中的 -稳定极小子流

形中，当 与第一特征值满足一定条件时，得出这个子流形只有一个端。 

2. 引理部分 

引理 1[4]：设 M 是黎曼流形 中的一个 维完备浸入极小超曲面，如果 中的截面曲率都大于等于一个常

数

N n N

K ，那么 
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   。 
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对于调和 1-形式，有下列 -Kato type 不等式成立： 

引理 2[5]：设 w 是一个 n 维黎曼流形 M 上的一个调和 1-形式，那么有： 

2 22 1

1
w w w

n
    


 

3. 定理 1 的证明 

我们的方法来自于文[6,7]，下面给出定理 1 的证明。 

M 至少有两个端，那么 M 上有一个具有有限总能量的非平凡调和函数 即证明：(反证法)假设 u
2

M

u    

(见[8])。 

设 是u M 上的非平凡调和函数，根据 Bochner 公式有 

 2 2
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1
,
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      u 。 

因为
221

2
u u u u         ，我们有 
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          。 

根据引理 1 以及引理 2 不等式有： 
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。                   (3.1) 

因为 M 满足 

 2 2 2 0
M

A     ，                                   (3.2) 

这里 。  0C M 

在(3.2)中用 u  替换 得到 

    2 22
0

M

u A u       。 

利用散度定理，我们得到 
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          (3.3) 

把(3.1)代入(3.3)，我们得到 

 2 22 2 2 22 2
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根据定义 1，有 
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这里我们运用了 不等式和 不等式，在(3.5)中Schwarz Young 0  为正常数。 

结合不等式(3.4)和(3.5)，我们有 
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现在任意固定 M 上的一点 ，考虑一个以 为中心 为半径的测地球P P R  PB R ，选取检验函数  满足

0 1  ，且当  定义在 上时 RPB 1  ，当  定义在  \ 2PM B R 上时有 0  ，及
1

R
  。因为

  1 12

1M n  K   ，选择一个足够小的 0  ，使得 
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又因为
1n

n
 
 ，所以 

1
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  。                                      (3.8) 

把(3.6)的后两项移到不等式的左边，且把 代入可得： 
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                  (3.9) 

利用(3.7)和(3.8)在(3.9)的两边让 ,因为
2

M

u   ，我们得到， 

2 2 2
0

M M

u A u      。 

于是 0u  或者 0A  。又因为 M 不是全测地的即 0A  ，所以 0u  ，于是 u 是一个常数。这与 u 是一个

非平凡调和函数相矛盾。因此假设不成立，所以 M 只有一个端。定理 1 得证。 
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