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Abstract: In this paper, we study the following second-order periodic system:      ,xx V x p t x F x t
     

where  has a singularity. Under some assumptions on the  V x  V x ,  ,p x t ,  ,xF x t  by Ortega small 

twist theorem (Lemma 9), we obtain the existence of quasi-periodic solutions and boundedness of all the so- 
lutions. 
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摘  要：本文我们将研究下面的二阶周期系统： ( ) ( ) F ( , )xx V x p t x x t
    ，其中 含有一个奇点。

通过 Ortega 的小扭转定理(引理 9)，对

( )V x

( )V x 和 做恰当的假设，我们得到拟周期解的存在

性，从而得出所有解的有界性。 

( , ), ( , )xp x t F x t

 

关键词：解的有界性；奇点；小扭转定理 

1. 引言 

最近，Capietto, Dambrosio 和 Liu[1]研究以下方程： 

   ,x V x F x t   ，                                     (1.1) 

   ,F x t p t π是以 为周期的函数，并且  
 

2

2

1 1
1

2 1
v

V x x
x





  


，  max ,0x x  max ,0 ，x x  ，v是

正整数。在 Lazer-Leach 假设下 

 π

0 00

1
1 sin d 0,

2
p t t R       ， 

他们用 Moser 扭转定理证明了周期解的有界性与存在性。 
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受到[2-6]的启发，我们发现在(1.1)中的    ,F x t p t 光滑且有界的。本文将研究，当  ,F x t 无界时，(1.1)

的所有解是否能够有界。 

我们研究一下方程： 

     , ,xx V x p t x F x t
                                      (1.2) 

2
2

1 1
1, 1

2 1
V x x

x


    


                                    (1.3) 

我们有 Lazer-Leach 条件满足： 

  π 1

00
sin d 0, .p t t R

     0                                (1.4) 

本文主要结论是： 

定理 1 如果(1.3)，(1.4)满足，(1.2)每一个解  x t 都是有界的，亦即     sup
t R

x t x t


  。 

注：下文将对定理 1 进行证明，我们将把(1.2)转化成一个近可积哈密顿系统，通过一系列的技巧，将这个

近可积系统中的主项与小项分离出来，使它们的估计能够满足 Ortega 的小扭转定理(Lemma 9)的条件，从而得到

拟周期解的存在性，进而可以得出所有解的有界性。 

2. 定理的证明 

观察到(1.2)等价以下的 Hamiltonian 系统 

,
H H

x y
y x

    
 

，                                    (2.1) 

其中 Hamiltonian 函数 

       21
, , ,

2 1

p t
H x y t y V x x x F x t




   


 

为了便于研究，我们先研究辅助方程： 

 , ,x y y V x                                        (2.2) 

它是由 Hamiltonian 函数组成的可积 Hamiltonian 系统。 

   2
1

1
, ,

2
H x y t y V x  ， 

其中封闭曲线 是(2.2)的积分曲线。  1 , , 0H x y t h 

当 x 满足在 1 0h h      时，    h hV V    h。易得， 

 
  0

1
2 d ,

2

h

h
I h s h

h V s




 


 0  

   
  0 0

1
2 d ,

2

h

h
T h I h s h

h V s




   


 0。 

通过直接计算我们有 

          0

0 0 0
2 2 d 2 2 d π 2 2 dh h

h
,I h h V s s h V s s h h V s

 


          s  

因此 
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  0 0

1
π d .

2

hT h s
h V s


 

 
  

我们还有 

           0 0, ,I h I h I h T h T h T h        

其中 

      
0

2 2 d , πhI h h V s s I h h  
  


    ，  

0

1
2 d , π.

2

hT h s T h
h V s


  

 
  

类似[1]中的证明，我们有函数 I 和T 的估计： 

引理 1 我们有 

 

 

1

2

1

2

d

d

d

d

n
n

n

n
n

n

T h
h C

h

I h
h C

h

h

h









 

其中 。以下我们用0,1, ,6n h ，   0 0, ,C C C来代指某些常数。 

我们将把方程化为规范型。为此，我们定义生成函数 

    , 2
C

S x I h V s s  d ， 

其中 是封闭曲线 点C h  ,x y 连接 轴的一部分。 y

我们定义映射   , , I x y  ，其中 

   , , , ,
S S

y x I x I
x I

 
 
 

 

是辛的，因为 

 d d d d d d dxx xI xI ,x y x S x S I S x I       d d d d d d dIx II Ix .I S x S I I S x I        

通过上面的讨论，我们很容易得到 

  
  

  

  
  

  

       

     
    

0

0

120

0
120

,π
arcsin , 0, 0

2, 2 ,

,π
π arcsin , 0, 0

2, 2 ,

π 1
d , 0, 0

,
2 , 1 1

π 1
, d

,
2 , 1 1

h

h

x

x

T h x y x
x y

T h x y h x y

T h x y x
x y

T h x y h x y

s x
T h x y

h x y s

T h x y s x y
T h x y

h x y s











 

 

  
  

, 0, 0

y

  
  

 
 
   
 
 
    
   
    
 
 
 
 



  
    
 























           (2.3) 
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并且 

         0, , 2 2 ,h

h
d .I x y I h x y h x y V s s




                         (2.4) 

在新的变量  , I 下，系统(2.1)变为 

, ,
H H

I
I




    
 

                                  (2.5) 

其中 

       0, , π π π , , ,
1

p t H I t h I x x F x I t
 


  


                    (2.6) 

令        , , π , , π , ,I t P x I t F x I t    


。 

为了估计  , ,I t ，我们需要估计函数  ,x I  。 

引理 2 当 I 足够大并且 0h x   ，以下给出不等式成立： 

 ,
, 0 6.

n
n

n

x I
I c I

I


n  


 

[1]给出了证明，为了简洁起见，我们略去证明。 

我们现在研究 Hamiltonian 系统(2.5)，注意到 

 d d d dI H t H t I .      

这就意味着如果能求出(2.6)中以 和 作为参数的函数t  , ,H I t 中的 I ， 

  d d
, , , , , ,

d d

H I t I
t H t H

t H
 

 
 

  
 

                        (2.7) 

仍然是一个 Hamiltonian 系统，其中作用变量、角变量、时间变量分别是 H、t、θ。 

从(2.6)和引理 1，我们有 

1, .
H

I
I


  


 

因此，我们假设 I 可以写成 

 0 , , ,
π

H
I I R H t    

 
 

其中 满足R
π

H
R  。已知 是0h 0I 的反函数，我们有 

  0, , ,
π

H
R H t h I    

所以 

    , , , , .R H t x I t    

因此， 被定义为 R

   , , , , , ,
π

H
R H t x R H t t

       
   

                           (2.8) 

Open Access 382 



江舜君  一类二阶微分方程的解的有界性 

我们需要以下引理对 进行估计。 R

通过引理 4，和[1]中的引理 2.3 一样，我们得到下面的引理。 

引理 3 函数  , ,R H t  满足下面的估算： 

  1

2
, ,

, 6
m l

m l

R H t
H m l

H t

 
  

 
 

通过隐函数定理，存在一个函数  1 1 , ,R R t H  满足 

      1, , , , , ,R H t x H t R H t      

故我们有 

      

    

       

1

0

1

0

, , , , , ,

, , , , , ,
π

π , , π , π d

R H t R H t x H t

H
x I R H t t x H t

x
x H s R I t H s R I R I s

x I

  

  

  

 

            
 

           



 

通过引理 1 和引理 5，我们得到对 1 , ,R H t  的估算。 

引理 4 
 1 2

, ,
,

k l

k l

R H t
H k l

H t


6  

 
，为了对

π

H
I R
 
 

进行估计，我们需要对
π

H
I R
 
 

的估计。由引

理 1，注意到
π

H
R  ，我们有以下引理： 

引理 5 
1

2π
, 6

k l

k l

H
I R

H k l
H t



   
    

 
， 

现在新 Hamiltonian 函数  , ,I I t H  写为下面的形式 

 

    

0

1

π π π

π , ,
π

π , , , ,
π

H H H
I I R I R I R

H
H R H t I R

H
H x H t R H t I R



 

 





                
     

     
 

      
 

 

系统(2.7)可写为下面形式 

        

      

1

1

d
1 π , , , , ,

d
d

π , , , , , ,
d

R It I x
, ,H x H t H t H t

H H x H H
R IH I

x H t t H H t
t t t t

  


  






             
         
    


           (2.9) 

引入一个新的变量  1, 2  和一个参数  ，其中 2H   。然后有 1 0H 1   。因此，系统(2.9)变

为下面的形式 

        

      

1

2 1

d
1 π , , , , ,

d
d

π , , , , , ,
d

R It I x
, ,H x H t H t H t

H H x H H
R II

x H t H t H t
t t t t

  

    






             
                


          (2.10) 
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它仍然是一个 Hamiltonian 系统，其中 

        2 2 2 2 2 2
1, , ; π , , , , ,. ,t x t R t I t                    

       

很明显如果 1  ，(2.10)的解     0 0 0 0, , , , ,t t t     和初始解    0 0,t R   1,2 在区间 

   0 0

1
0,2π , , , ,3

2
t       

 有定义。所以，(2.10)的庞加莱映射在定义域  1,2R 是有定义的。 

我们假设(2.10)的解和初始条件       0 00 , 0 ,t t  是以下形式 

   1 1
0 1 0 0 0 2 0 0, , 2π; , , , 2π;t t t t                 

然后，(2.10)的庞加莱映射就为 

   1 1
1 0 1 0 0 1 0 2 0 0: 2π , , 2π; , , , 2π;P t t t t                 

其中 和 满足 1 2

        

      

1 2 2 1 2 21
1 0 0

1 2 1 2 21
2 0 0

π , , , d , , , ,

π , , d , , , , d

R Ix
x t t t

H x H H

R I
x t t t

t t t

  

  

d               

            

     

    

             


            

 

 





2

      (2.11) 

其中 ， 。通过引理 4，6，7，我们知道 1
0 1t t       1

0
     

 1 2 , 0, 2πC                                     (2.12) 

因此，对于  0 1, 2  ，我们可以令  足够小，从而有 

0
0 2

1

2 2


                                      (2.13) 

而且，我们可以证明 

 1 2 6, O   1                                     (2.14) 

类似于计算 的方法，通过直接计算我们可以得到结果。 1R

引理 6 以下是计算方法： 

       2 2
0 0 6, , , , 1

x x
x t x t O

H x H x
          

 
   

 ， 

       2 2
0 0 6, , , , 1x t x t O

t t
        

 
 

2  

现在我们给出(2.9)庞加莱映射的渐进表示式，也就是当 0  时，我们研究的函数 ， 。为了

计算 和 ，我们需要引入以下定义和引理。 
1 2  π  

1 2

令 

          0 00,π , , 0 ,I meas x H I T I         ， 

其中 2
0 0H   。 

引理 7 

       6 6π , 1I O I I O        

证明. 这个引理在[1]中有证明，所以我们略去证明。 

为了计算 和 ，我们先要求出1 2 x 和 Hx 。我们记得当 0x  ，我们有 
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       2
0 6 0 5, 1 , ,Hx H O x H O   1  

当 ，通过定义0x   ，我们有 

       0 0 2
5

,
arcsin 1

π 22

x H T h T h
O

h


       

从而有 

       20
0 0

0

2 1
, sin 1 , , sin

π 2 πH

H
x H O x H O

H
        5 1  

这样，我们就得到了对 1 和 的估算。 2

引理 8 以下有 

       
1

2 π 1

1 0 0 0 60
0

π
, , 2π; sin d

2
t p t



    




 
    

 
 1 ,o  

         
1 1 π 12 2

2 0 0 0 0 60
, , 2π; π 2 sin dt p

 
     

 
     1t o  

其中 0  。 

证明. 首先我们求 ，通过引理 6,7 和(2.14)，我们有 1

      
     

      

    
 

π1 2 2
1 0 0 0

π1 2 21

0

π1 2 2
0 0 00

1 2 2
0 0 0

1 2 2
0 0

, , 2π; π , , , d

, , , , d

π , , , d

π , , , d

π , ,

x
t x t

H x
R I

x t x t
H H

x
x t O

H x
x

x t
H x

x
p x

H





 





         

       

         

        

     



  

  

  

  



  

 
 

 
      
 

 
 
 

 
 













    0 6, dt O   


 

6 1

1

 

通过引理 4 的结论 2，当 0, x  时，我们有 

          1 2 2 1 2
0 0 0 0π , , , d π , d

x x
x t x p t o

H x H
               

 

    

 

  
   

    6 1       (2.15) 

由 的定义，我们有 

      1 2 2
0 0 0π , , , d

x
x t O

H x
          



  



 
 

  6 1 .                 (2.16) 

由(2.15)和(2.16)，我们有 

       

     

     

1 2
1 0 0 0 6

π1 2
0 60

1

2 π 1

0 60
0

, , 2π; π , d

π , d

π
sin d 1

2

x
t x p

H
x

x p t o
H

p t o









       

     

  




 



 






   




 


 
  
 







1

1

t o
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类似可以证明，          
1 1 π 12 2

2 0 0 0 0 60
, , 2π; π 2 sin dt

 
     

 
      1p t o ，这样，引理 8 就得到了证

明。 

令 

     
1

2 π

1 0 0 00
0

π
, sin

2
t p



dt  




 
   

 
  ， 

       
1 1 π 12 2

2 0 0 0 00

1
, π 2 sin

1
t p

 


dt   


 
    

    

然后，存在两个函数 和 使得(2.16)中的庞加莱映射有以下形式 1 2

   1 1 1
1 0 1 0 0 1 1 0 2 0 0: 2π , , ,P t t t t                     1

2




， 

其中 。  1 2 6, 1o  
π

由于 ，我们有  0 00
sin d 0,p t t R    

1
1

0

0, 0.



  


 

令 

   

1

2
0

π 1

00
sin d

L
p t







  








 

然后有 

   1 0 0 2 0 0
0 0

, ,
L L

t t
t

 


 
  

 
0  

其他 Ortega 定理(见附录)的假设很容易得到证明。因此，在环面    1
0 0,t S   1, 2 上，存在一个不变曲线

使得初始方程(1.4)有界。这样定理 1 就得到了证明。 
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附录 

介绍引文[7]中的扭转定理 

引理 9[Ortega 定理] 

定义  1 ,A a b  有封面  ,a b   是一个有限的柱面。 用  ,T V 表示，考虑到映射 :f A   。 

   0 0 1 1, ,T V T V 是我们假设映射有交叉点。假设 f ： ，A    f 的具体形式 

它的形式如下 

   
   

1 0 1 0 0 1 0 0

1 0 2 0 0 2 0 0

2 π , ,

,

T T N l T V g T V

V V l T V g T V

 

 

    


   




                             (1) 

其中 是整数， 是参数。函数 满足 N  0,1  1 2 1 2, , ,l l g g 

       

       

6 1
1 1 0 0 0 0 0 0

0

5
2 1 2

, , 0, , 0, ,

, , , , , , ,

l
l C A l T V T V T V A

V

l g g C A 


   



       


                   (2) 

此外，我们假设有一函数 :I A R 满足 

     6
0 0 0 0

0

, , 0, ,
I

I C A T V T V A
V


  


                            (3) 

并且 

         1 0 0 0 0 2 0 0 0 0 0 0
0 0

, , , , 0, ,
I I

l T V T V l T V T V T V A
T T

 
    
 

                    (4) 

而且，假设有两个数 和 且 ，有 a b a a b b  

           M m M m M mI a I a I a I b I b I b                              (5) 

其中 

       
11 0 0 0 0max , , min ,M m

SS
I a I T I r I


 


  T  

那么，存在 0, 0    ，如果 0  且 

       5 5
1 2, , , ,g C A g C A          

映射 f 在 中有不变环面，常数A  与 无关。 


