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Abstract 
Complementary subspace form of finite dimensional vector spaces and the relationship among the 
residual subspaces are analyzed and classified in class. 
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摘  要 

对有限维向量空间的余子空间形式，以及余子空间之间的关系进行了分析，并用集类进行了分类。 
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1. 引言 

余子空间的研究已经开展得的相当充分，但余子空间的形式没有完全归约。为讨论方便我们先给出

相应的定义和说明。 
定义：设W 是向量空间V 的一个子空间。V 的子空间W ′叫做的一个余子空间，如果(i) V W W ′= + ，

(ii) { }0W W ′ = [1]。 
目前国内所有的代数教科书和文献中主要讨论了余子空间的性质，分别说明了余子空间的不满足唯

一性[1]，及存在性[2]，而相关文献[3]和[4]对余子空间也只是做了余子空间的个数及相应的探讨，文献[5]
对一些情况下的余子空间的存在性进行了更深入的量性分析。但对余子空间的具体形式与比较还没有很

好地回答。 

2. 主要结论 

文[1]中关于有限维向量空间的余子空间的存在定理指明了构造一个子空间的余子空间的方法。 
引理 1：设 v是一个 n 维向量空间， ( )1 2, , , tW L α α α=  是V 的子空间，且 dimW t= 。如果 

{ }1 1, , , ,t t nα α α α+ 是V 的一组基，则 ( )1 2, , ,y t nL α α α+ +  是W 的一个余子空间。 
下面的定理则描述了一个子空间的所有余子空间及相互关系。 
定理 1：设V 是一个 n 维向量空间， ( )1 2, , , tW L α α α=  是V 的一个子空间，且 dim t= 。如果 

{ }1 1, , , ,t t nα α α α+ 是V 的一组基，则W 的全部(相对于V 的)余子空间均具有形式 

( )1, ,t nW L β β+′ =   

这里 

( ) ( ) ( )( )( )
1

T
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t t nn t t n t n t
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B C
β
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  = 
 
 

    

其中C 可逆，而且当且仅当 1 1
1 1 2 2C B C B− −= 时，由矩阵 ( )1 1,B C 及 ( )2 2,B C 导出的余子空间相同。 

这是因为，由引理 ( )0 1 2, , , tW L α α α′ =  是W 的一个余子空间。 
于是，设 W ′ 是 W 的任一余子空间，那么由 W ′ 的任一组基 { }1, ,t nβ β+  (因为维数定理断定

dim n tW t −′ = )可扩充为V 的一组基{ }1 2 1, , , , , ,t t nβ β β β β+   
这里 ( )1, ,t nW L β β+′ =   
显然有 ( )1 2, , , tW L β β β=   
从而存在两组基{ }iα ，{ }iβ 之间的一可逆过渡矩阵 P 。将 P 适当地分块就有， 
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自然有 
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因 ( ) ( )1 2 1 2, , , , , ,t tW L Lα α α β β β= =   
且 dimW t=  
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于是{ }1 1, , , ,t t nα α α α+ 与{ }1 2 1, , , , , ,t t nβ β β β β+  是相互等价的线性无关的向量组，由向量被基底

的表示唯一性便知 

( ) ( )0t n y t n tD × − × −≡  

此时
0A D A

P
B C B C

   
= =   
   

 

由 P 得可逆性可知： A , C 可逆。 
因此，W 的任一余子空间W ′必有形式 

( )1, ,t nW L β β+′ =   

且 
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其中C 可逆 
其次，若W ′，W ′′都是W 的两个余子空间，其中 

( )1, ,t nW L β β+′ =   

( )1, ,t nW L γ γ+′′ =   

而且可分别由W ′，W ′′的基{ }iβ ，{ }iγ 得到V 的两组基 

{ }1 1, , , , ,t t nβ β β β+   

{ }1 1, , , , ,t t nγ γ γ γ+   

由前面论述可得到 

1 1
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其中 1 1A C 可逆； 
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其中 2 2A C 可逆； 
进而 
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因而有 
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则W W′ ′′=  

{ }1, ,t nβ β+⇔  与{ }1, ,t nγ γ+  是两组等价向量组。 
1 1 1

1 2 1 2 2 2 0B A C C B A− − −⇔ − =  
1 1

2 2 1 1C B C B− −⇔ =  

即 1 1
2 2 1 1W W C B C B− −′ ′′≠ ⇔ ≠  

于是，由定理 1 有： 
推论 1： N 维向量空间V 的子空间W 的余子空间所成之集与集 D∗ 之间有一一对应的关系，这里 

( ) ( ) ( )
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其中 dimW t= ，
0A

B C
 
 
 

是形如 ( )1
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的矩阵所成的集类，而 
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0 0A A
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∈ ⇔ =   
  

 

最后值得指出的是定理及其推论显然适合于平凡子空间的情形。 

3. 结语 

前面的结论表明，满足某些条件的余子空间的个数往往有很多，其原因主要是由基的不唯一性和真

子空间的不完全覆盖性所引起。因而，有限维空间的余子空间可以通过基之间的矩阵形式表现出来，并

可利用集类的形式表达。 
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