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Abstract 
Linear preserve problem has been a relatively active topic in the matrix theory research. In the 
paper, we mainly study invertible linear operators that preserve {1,2}-inverses of matrices over 
semirings. It is completely characterized that invertible linear operators which preserve {1,2}- 
inverse of matrices over chain semiring, the nonnegative integers, and the nonnegative reals. 
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摘  要 

线性保持问题一直是矩阵论研究中一个较为活跃的课题。本文主要研究了保持半环上矩阵{1,2}-逆的可

逆线性算子。完全的刻画了保持链半环、非负整数环和非负实数环上的矩阵{1,2}-逆的可逆算子。 
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1. 引言 

研究各种不变量以及保持不变量的映射和变换历来是数学各学科领域关注的问题。刻画矩阵空间的

保持不变量的线性映射已经成为矩阵论研究中一个极为活跃的课题，通常被称为“线性保持问题”。线

性保持问题是保持问题中最基本、最常见的保持问题，一方面是由于它的理论价值；另一方面是由于它

在微分方程、系统控制等领域都有着广泛的应用。如在解答微分方程时，为了简化问题，我们希望在解

方程组之前对其做一变换，一般要求变换应该是简单的且具有较好的性质，这些都与线性保持问题有关。 
许多学者已经研究了保持半环上矩阵不变量的线性算子。Song，Kang 和 Beasley [1]，Dolzan 和 Oblak 

[2]，以及 Olrel [3]研究了保持幂等阵的线性算子。Song，Kang 和 Jun [4]，以及 Li 和 Tan [5]研究了保持

幂零阵的线性算子。Song，Kang，Jun，Beasley 和 Sze 在文献[2] [5] [6]中研究了保持正则性的线性算子。

Pshenitsyna [7]研究了保持可逆矩阵的线性算子。 

2. 准备知识 

半环的定义一般有多种，下面给出一种定义。 
定义 2.1 设 ( ), , ,0,1S + ⋅ 是一个 ( )2,2,0,0 -型代数，其中 + 和 ⋅是二元运算，0 和1是零元运算。若 S 满

足下列条件： 
1) ( ), ,0S + 是一个可换含幺半群； 
2) ( ), ,1S ⋅ 是一个含幺半群； 
3) ( ) ( ) ( ), ,a b c a b a c a b c a c b c a b S⋅ + = ⋅ + ⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅ ∀ ∈ ； 
4) ( )0 0 0a a a S⋅ = ⋅ = ∀ ∈ ； 
5) 0 1≠ 。 
则称 ( ), , ,0,1S + ⋅ 是半环。 
设 S 是半环， ( )nM S 表示 S 上 n 阶矩阵的全体。 I 表示 n 阶单位矩阵，且 O 是 n 阶零矩阵。定义

( )nM S 上的 + 和 ⋅如下： 

1
,

n

ij ij ik kjn n
k n n

A B a b A B a b
×

= ×

  + = + ⋅ =     
∑  

容易验证，在上述定义的运算下， ( )( ), , , ,nM S O I+ ⋅ 是半环。 
定 义 2.2 设 ϕ 是 ( )nM S 上 的 一 个 算 子 ， 若 满 足 对 任 意 ( ), nA B M S∈ , ,a b S∈ 有

( ) ( ) ( )aA bB a A b Bϕ ϕ ϕ+ = + 则称ϕ 是 ( )nM S 上的线性算子。 
设 ( )nA M S∈ 。如果存在 ( )nX M S∈ 使得 AXA A= 且 XAX X= 成立，那么称 X 是 A 一个的{ }1,2 -

逆。设ϕ 是 ( )nM S 上的一个线性算子，若对任意 ( ), nA B M S∈ ， B 是 A 的一个{ }1,2 -逆蕴涵着 ( )Bϕ 是

( )Aϕ 的一个{ }1,2 -逆，则称ϕ 是保持矩阵{ }1,2 -逆的线性算子。 
定义 2.3 设 S 是半环。若 ( ), ,1S ⋅ 是可换的，则称 S 是可换的。若对任意的 ,a b S∈ , 0a b+ = 蕴涵着

0a b= = ，则称 S 是反环。若对任意的 ,a b S∈ ， 0ab = 蕴涵着 0a = 或 0b = ，则称 S 是无零因子的。 
以下文中 Z + 表示正整数的全体，n表示{ } ( )1,2,3, , n n Z +∈ ，S+ 表示 n 次对称群，S 不做特别说明
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均表示半环。 
设是C 有界链，其中 0 是最小元，1是最大元，且 0 1≠ 。定义C 上的 + 和 ⋅如下： 

{ } { }max , , min ,a b a b a b a b+ = ⋅ =  

则 ( ), , ,0,1C + ⋅ 成为半环，称其为链半环。特别的，如果链半环是闭区间 [ ]0,1 ，那么称C 为模糊半环。

易见，链半环一定是可换无零因子反环。 
设 P 是实数环 R (在普通的加法和乘法下)的含幺子环，的非负部分记为 P+。容易验证， P+ 是半环。

非负整数半环 Z+ 和非负实数半环 R+ 都是 P+的例子。显然， Z+ 和 R+ 是可换无零因子反环。 
设 ( ) ,nA M S Sλ∈ ∈ 。 tA 表示 A 的转置。定义 ij n n

A aλ λ
×

 =   ，乘方定义如下： 

( ) ( )0 1, k kA I A A A k Z− += = ∀ ∈ 。 

定义 2.4 对于矩阵 ( )nA M S∈ ，若存在 ( )nB M S∈ 使得 AB BA I= = ，则称 A 是可逆矩阵。 
定义 2.5 对于矩阵 ( )nP M S∈ ，如果的每一行和每一列都有一个非零元，且非零元是1，那么称 P 是

一个排列矩阵。 
若 P 是排列矩阵，则 t tPP P P I= = 。文献[6]也证明了 ( )1nM B 中排列矩阵是仅有的可逆矩阵。 
定义 2.6 ( )ij nE M S∈ 表示在 ( ),i j 位置为1，其余位置为 0 的矩阵，我们称这样的 ijE 是原子(见文献

[1] [4] [6])。 
记 { },n ijE E i j n= ∈ ，对任意的 ,ij kl nE E E∈ ，容易得出 

,
0,

il
ij kl

E j k
E E

j k
=

=  ≠
 

3. 主要结果及证明 

引理 3.1 设 S 是可换反环， ( ) ( ): n nM S M Sϕ → 是线性算子。则ϕ 是可逆的充分必要条件是存在

( ){ }, ,i j i j n∈ 上的排列α 和可逆元 , ,ijb S i j n∈ ∈ ，使得 ( ) ( ),ij ij i jE b Eαϕ = 。 
引理及其证明见于文献[1]。 
下文中， ( ) { }:U S a S a= ∈ 是可逆的  
定理 3.2 设 S 是可换无零因子反环，ϕ 是 ( )nM S 上的线性算子。若ϕ 是保持矩阵{ }1,2 -的可逆线性

算子，则存在 ( ), nP B M S∈ 使得 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ,t
na X P X B P X M Sϕ = ∀ ∈ 或 ( ) ( ) ( ) ( )( )t t

nb X P X B P X M Sϕ = ∀ ∈  

其中 P 是排列矩阵， ( ) ( ),ijb U S i j n∈ ∀ ∈ ，且 ( )2 1iib i n= ∀ ∈ 。 
证明：由于ϕ 可逆的，根据引理 3.1，则存在 ( ){ }, ,i j i j n∈ 上的排列α 和 ( ) ( ),ijb U S i j n∈ ∀ ∈ ，使得

( ) ( ), ,i j ij i jE b Eαϕ = 。 
对于任意的 ,ij kl nE E E∈ ，容易证得 

, , , .
, ,

, , , ,

i j k l i j i j
k l j i

k l i j k l k l

E E E E
E E

E E E E

= ⇔ = =
                            (1) 

即对于任意的 ( ),i j nE M S∈ ，则 ,i jE 的{ }1,2 -逆为其转置 ,j iE 。 
从而存在 nSσ ∈ ，使得对于任意的 ( ) ( ) ( ), ,, i i ii i ii n E b Eσ σϕ∈ = 。否则，若 ( ) ( ) ( )( ), ,i i i iσ σ σ≠ 即

( ) ( ), ,i i k lσ = 且 lk ≠ ， ( ), ,i i ii k lE b Eϕ = 。由于ϕ 是保持{ }1,2 -逆的， ,i iE 的{ }1,2 -逆就是 ,i iE ，则 ,k lE 的逆

也为 ,k lE ，且 k l≠ 。这明显与(1)矛盾。 
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又由 2
, ,i i i iE E= 可推出 2 1iib = 。 

在 ( )nM S 中取 ( ),
1

n

i i
i

P Eσ
=

= ∑ ，定义 ( )nM S 上的线性算子 1ϕ 如下： 

( )1
tP X Pϕ ϕ= 。 

不难看出 1ϕ 仍是保持矩阵{ }1,2 -逆的可逆线性算子。 
对于任意的 ( )1 , ,, i i ii i ii n E b Eϕ∈ = 。 
对 于 任 意 的 i j≠ ， 设 ( )1 , ,i j ij p qE b Eϕ = 。 由 引 理 3.1 可 知 p q≠ 。 假 设 ,p i q i≠ ≠ 。 由

( )2
, , , ,i i i j i i i jE E E E+ = + ，可知 , ,i i i jE E+ 的{ }1,2 -逆就是其本身 , ,i i i jE E+ ，又因为 1ϕ 是保持{ }1,2 -逆的，所 

以 ( ) ( )( ) ( )3 3
, , 1 , , 1 , , , , ,ii i i ij p q i i i j i i i j ii i i ij p q ii i ib E b E E E E E b E b E b Eϕ ϕ+ = + = + = + = 矛盾。从而有 p i= 或 q i= 。类

似的，有 p j= 或 q j= 。进一步，则有 ( )1 , ,i j ij i jE b Eϕ = 或 ( )1 , ,i j ij j iE b Eϕ = 。 

对于 ( )nM S ，当 2n ≤ 时，结论显然成立。 
下面证明 3n ≥ 的情形。 
对于某个 ( ),i j nE E i j∈ ≠ ，设 ( )1 , ,i j ij i jE b Eϕ = 。假设存在 ,k i j≠ 使得 ( )1 , ,i k ik k iE b Eϕ = 。则由

( )2
, , , , , ,i i i j i k i i i j i kE E E E E E+ + = + + ，可知 , , ,i i i j i kE E E+ + 的{ }1,2 -逆就是其本身 , , ,i i i j i kE E E+ + ，又因为 1ϕ 是 

保持{ }1,2 -逆的，所以 ( )( )3

, , , 1 , , , , , , ,ii i i ij i j ik k i i i i j i k ii i i ij i j ik k i ik ii ij k lb E b E b E E E E b E b E b E b b b Eϕ+ + = + + = + + + 矛盾。 

从而对任意的 ( ), 1 , ,,r s n r s rs r sE E E b Eϕ∈ = 。进一步， 

( ) ( )1 1 , 1 , ,
1 1 1 1 1 1

n n n n n n

ij i j ij i j ij ij i j
i j i j i j

X x E x E x b E X Bϕ ϕ ϕ
= = = = = =

 
= = = = 

 
∑∑ ∑∑ ∑∑  。 

故 ( ) ( ) ( )1
t tX P X P P X B Pϕ ϕ= =  。 

类似的，若对某个 ( ),i j nE E i j∈ ≠ ， ( )1 , ,i j ij j iE b Eϕ = ，则存在 ( )nB M S∈ 使得 ( ) ( )t tX P X B Pϕ =  。 
综上，结论已证毕。 

4. 推论及应用 

4.1. 推论 1 及应用 

推论 4.1.1 设 ,S Z C+= ，ϕ 是 ( )nM S 上的线性算子。则ϕ 是保持矩阵{ }1,2 -逆的可逆线性算子的充

分必要条件是存在排列矩阵 ( )nP M S∈ ，使得 

( ) ( ) ( )( ) ,t
na X PXP X M Sϕ = ∀ ∈ 或 ( ) ( ) ( )( )t t

nb X PX P X M Sϕ = ∀ ∈ 。 

证明：必要性：由已知 S 是可换无零因子反环，且由已知 ,S Z C+= ，则 S 中的可逆元只有 1。由定

理 3.2 可得存在排列矩阵 ( )nP M S∈ ，使得ϕ 是下列形式之一： ( ) tX PXPϕ = 或 ( ) t tX PX Pϕ = 。 
充分性：当 ( ) tX PXPϕ = 时，容易验证， ϕ 是可逆的。对于任意的 ( ), nA B M S∈ ，若有

,A ABA B BAB= = ，则 

( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( )t t t t tA PAP PABAP PAP PBP PAP A B Aϕ ϕ ϕ ϕ= = = = ； 

( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( )t t t t tB PBP PBABP PBP PAP PBP B A Bϕ ϕ ϕ ϕ= = = = 。 

故ϕ 是保持{ }1,2 -逆的。 
类似的可以证明 ( ) t tX PX Pϕ = 的情形。 
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综上，结论已证毕。 

例 4.1.2 设
0 0 1
1 0 0
0 1 0

P
 
 =  
  

是 ( )3 1M B 中的矩阵。定义 ( )3 1M B 上的一个线性算子ϕ 如下： 

( ) tX PXPϕ = 。 

不难验证，ϕ 是保持矩阵{ }1,2 -的可逆线性算子。 

例 4.1.3 设
0 0 1
0 1 0
1 0 0

P
 
 =  
  

是 ( )3M Z+ 中的矩阵。定义 ( )3M Z+ 上的一个线性算子ϕ 如下： 

( ) tX PXPϕ = 。 

不难验证，ϕ 是保持矩阵{ }1,2 -的可逆线性算子。 

4.2. 推论 2 及应用 

推论 4.2.1 设ϕ 是 ( )nM R+ 上的线性算子。则ϕ 是保持矩阵{ }1, 2 -的可逆线性算子的充分必要条件是

存在可逆矩阵 ( )nU M R+∈ ，使得 

( ) ( ) ( )( )1 ,na X UXU X M Rϕ −
+= ∀ ∈  

或 

( ) ( ) ( )( )1t
nb X UX U X M Rϕ −

+= ∀ ∈ 。 

证明：必要性：由定理 3.2 知，当 ( ) ( ) tX P X B Pϕ =  时，对于任意的 ,i j nE E∈ ，存在 nSσ ∈ 使得

( ) ( ) ( ), ,i j ij i jE b Eσ σϕ = ，且 1iib = 。对于任意的 i j≠ ，由 ( )3
, , , ,i j j i i j j iE E E E+ = + 知 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3

, , , ,ij ji ij jii j j i i j j ib E b E b E b Eσ σ σ σ σ σ σ σ+ = + 。 

进一步， 1ij jib b = 。当 2n ≤ 时，容易得出结论是成立的。 
下面讨论 3n ≥ 的情形。对于互不相等的 , ,i j k n∈ ，由 ( )3

, , , , , , , ,i i i k j i j k i i i k j i j kE E E E E E E E+ + + = + + + 知 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3

, , , , , , , ,ii ik ji jk ii ik ji jki i i k j i j k i i i k j i j kb E b E b E b E b E b E b E b Eσ σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ+ + + = + + +  

进一步， ik ji ikb b b= 。结合 1iib = 和 1ij jib b = 可推出对任意的 ,i j n∈ ，有 1 1ij i jb b b= 。从而有 

1
, 1 1 ,

1 1 1 1

n n n n

ij ij i j ij i j i j
i j i j

X B x b E x b b E DXD−

= = = =

= = =∑∑ ∑∑ ， 

其中 { }11 21 1diag , , , nD b b b=  。设U PD= ，U 是可逆的。故 ( ) ( ) 1tX P X B P UXUϕ −= = 。 
类似可证 ( ) ( )t tX P X B Pϕ =  的情形。 
充分性：当 ( ) 1X UXUϕ −= 时，容易验证， ϕ 是可逆的。对于任意的 ( ), nA B M S∈ ，若有

,A ABA B BAB= = ，则 

( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1A UAU UABAU UAU UBU UAU A B Aϕ ϕ ϕ ϕ− − − − −= = = = ； 

( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1B UBU UBABU UBU UAU UBU B A Bϕ ϕ ϕ ϕ− − − − −= = = = 。 

故ϕ 是保持{ }1,2 -逆的。 
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类似的可以证明 ( ) 1tX UX Uϕ −= 的情形。 
综上，结论已证毕。 

例 4.2.2 设
0 10 0.4

0.3 0 0
0 0 4

U
 
 =  
  

是中 ( )3M R+ 的矩阵。定义 ( )3M R+ 上的一个线性算子ϕ 如下： 

( ) 1tX UX Uϕ −= 。 

不难验证，ϕ 是保持矩阵{ }1,2 -的可逆线性算子。 
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