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Abstract 
This paper addresses the finite-time stability of positive impulsive switched systems. First, the 
concept of finite-time stability is extended to positive impulsive switched systems, starting from 
the existence of solutions and solving differential equations. If the solution of the systems satisfies 
some conditions, then we can prove the stability of the system. Finally, the sufficient conditions of 
positive impulsive switched systems are given. 
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摘  要 

本文解决了正脉冲切换系统的有限时间稳定性。首先把有限时间稳定的概念推广到正脉冲切换系统，从
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解的存在性入手，用求解微分方程组的方法，系统的解若满足一些条件，即可证明系统的稳定性。最后

给出正脉冲切换系统稳定的充分条件。 
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1. 引言与预备知识 

FTS 最早出现在 20 世纪 50 年代俄罗斯文献中，随后在 60 年代出现在西方控制文献中[1] [2]。 
一般来说，研究有限时间稳定性可以从 2 个方面考虑 
1) 预先给定了状态变量的界，寻求最长的时间区间 [ ]max0,T 。 
2) 预先给定一段有限的时间区间 [ ]0,T ，寻求最小的状态变量的界，使在 [ ]0,T 上有限时间稳定。 
Lyapunov 稳定性是在采用状态空间描述以后，初始条件作用下系统方程的解是否具有收敛性。 
应当指出的是有限时间稳定(FTS)和 Lyapunov 稳定是 2 个不同的概念。一个系统可以是 FTS 的，但

不是 Lyapunov 渐近稳定的，反之亦然。 
有限时间稳定(FTS)和 Lyapunov 稳定的区别主要体现在以下几点 
1) Lyapunov 渐近稳和 FTS 考虑的时间长短不同。 
2) Lyapunov 渐近稳定和 FTS 对边界的要求不同。 
3) Lyapunov 渐近稳定和 FTS，前者考虑的是系统的稳态行为，后者考虑的是系统的暂态行为。 
最近，不同系统的有限时间稳定性吸引了很多学者的注意，[3]-[15]给出了线性系统和线性时变系统

的有限时间稳定的充分必要条件，[16]讨论了线性脉冲系统的有限时间稳定性。 
考虑到大部分文献给出的系统是有限时间稳定的判定条件是借助于 Lyapunov 函数，但是这个函数是

很难构造的，这促使我们思考，有没有其他的方法可以考虑，本文通过求解微分方程组，把脉冲切换系

统的解解出来，使得系统的解只要满足一些条件就可以保证系统是有限时间稳定的。 
切换系统可以用下面的方程表示 

( ) ( ) ( ) ( )0 0,tx t A x t x t xσ= =                                (1) 

状态变量 ( ) nx t R∈ ，切换信号 ( ) [ ] }{0: , 1, 2, ,t t W Sσ ∞ → =  ，{ }iA 是一系列描述子系统的常数实矩

阵。我们假定 1, , mA A 是不稳定的， 1, ,m SA A+  是稳定的。 

对应切换信号 ( )tσ ，我们有下面的切换子序列 

{ ( ) ( ) }0 0 0: , , , , , , , 0,1,k k kx i t i t i W k∈ =    

当 [ ]1,k kt t t +∈ 时，第 thki 个子系统被激活。 

定义 1 (平均停留时间) 
对任意的正标量 0T t≥ ≥ ， ( ),N t Tσ 表示切 ( )tσ 在 ]( ,t T 上切换次数，若 

( ) 0,
a

T tN t T Nσ τ
−

≤ +                                   (2) 

则 aτ 称为平均停留时间。 
不失一般性，这里仍然假定 1, , mA A 是不稳定的， 1, ,m sA A+  是 Hurwitz 稳定的，可以证明存在一系

列正数 1, , sλ λ ，保证 ( ) ( ),i i i iA I i m A I i mλ λ− ≤ + > 是 Hurwitz 稳定的。并且应用代数矩阵理论，得到 
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[ ]e e , 1,i iA t t
i i mλα≤ ∈  

[ ]e e , 1,i iA t t
i i m sλα −≤ ∈ +                                (3) 

( )0,T t+ 表示所有不稳定子系统的激活时间的总和， ( )0,T t− 表示所有 Hurwitz 稳定子系统的激活时

间的总和。 
定义 { } { }

1
max , maxi ii m m i s

λ λ λ λ+ −

≤ ≤ < ≤
= =  

任意选择一个标量 ( )0,λ λ∗ ∈ 满足切换规则 

( )
( )

( ]0,
, 0,

0,
T t

t T
T t

λ λ
λ λ

− + ∗

+ − ∗

−
≥ ∀ ∈

+
                             (4) 

定义 2 
如果矩阵 A 的非对角线元素是非负的，称 A 为 Metzler 矩阵。 
定义 3 
若矩阵 A 的最大特征值 ( ) 1Aµ < ，称 A 为 Hurwitz 矩阵。 
定义 4 
一个系统被称为正系统，如果初始时刻 0 0x ≥ ，则 ( ) 0x t ≥ ， 0t∀ ≥ 。 
定义 5 
系统(1)被称为正系统，当且仅当矩阵 A 的非对角线元素是非负的，即 A 为 Metzler 矩阵。 

2. 正脉冲切换系统的有限时间稳定性 

考虑下面的连续时间的正脉冲切换系统 

( ) ( ) ( ) ( ]1, , , 1, 2,k ktx t A x t t t t kσ −= ∈ =

  

( ) ( ) ( ) ( ) ,k k k kx t x t x t F x t t t+∆ = − = =                             (5) 

( ) 00x x+ =  

其中 nx R∈ 是系统的状态变量， 0x 是初始时刻的值， ( ) ( ) { }: 0, 1, ,t T W Sσ → =  是切换信号并且是

分段连续常值函数， S 表示子系统的切换个数， iA 是常数矩阵， ( ) ( )
0

limk k
h

x t x t h
+

+

→
= + ， kF 是常数矩阵，

表示系统在切换时刻的脉冲影响， 0 k kF θ< ≤ 。 

定义 6 
给定 3 个正数 1 2, ,c c T ，并且满足 1 2c c< ， 0, 0Γ > Π > 表示正无限维矩阵， ( )tσ 表示切换信号，若

下式成立。 

( ) ( ) [ ]0 0 1 2 , 0,T Tx x c x t x t c t TΓ ≤ ⇒ Π < ∀ ∈  

则系统(5)对任意的 ( )1 2, , , ,c c T Γ Π 是有限时间稳定的。 
定义 7 
对于给定的切换信号 ( )tσ ，假定脉冲切换系统对 ( )1 2, , , ,c c T Γ Π 有限时间稳定，如果存在正数 λ ，满

足对于所有的 0 t T< ≤ ，α 为已知常数 

( ) ( )0e tx t x tλα≤  

称 λ 为脉冲切换系统有限时间稳定的度。 
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定理 1 
给定 ( )1 2, , , ,c c T Γ Π ，若切换信号满足上式，并且 

( ) ( )
2 1

max min

ev Tc cλα
λ λ

+≥
Π Γ

 

那么存在一个正的常数 aτ
∗ ，保证系统(5)是在任意的平均停留时间下是有限时间稳定 

( ) ( )0, max , , , 0,a a i i a
v kN kN t t v t v T
k στ τ α α τ λ λ λ

λ λ
∗ ∗ ∗

∗> = = = + ≤ + ≤ +
−

 

证明： 1 2, ,t t 表示切换时刻， ( )tσ 在 ( ]1,k kt t + 上的值用 ( ) [ ]0,1, , 1,k kp k p s= ∈ 表示， 0 0t =  

当 ( ]10,t t∈ ，应用常微分方程理论，解得 ( ) 0
0e pA t

x t x=  

在切换时刻 1t t= ， ( ) 10
1 0e pA t

x t x=  

( ) ( ) ( ) ( ) 10
1 1 1 1 01 1 e pA t

x t F x t F x+ = + = +  

当 ( ]1 2,t t t∈ ，可得 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 11 1 01 1
1 1 0e e 1 e pp p A tA t t A t t

x t x t F x
− −+= = +  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 12 1 01
2 2 2 2 1 01 1 e 1 e pp A tA t t

x t F x t F F x
−+ = + = + +  

依次类推，得到当 ( ]1,M Mt t t +∈ 时，系统切换次数 ( )0,N t Mσ =  

( ) ( ) ( ) ( ){ }1

1 0
1

e 1 e p M k M kp M M kM
M A t tA t t

M k
k

x t F x+ − −−
−−

+ −
=

= +∏  

由(3)式，和 k kFθ ≥ ， { } { }
1
max , maxi ii m m i s

λ λ λ λ+ −

≤ ≤ < ≤
= = ，上式变为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

0, 0,
1 01 1 e

M

T t T t
M p px t xλ λθ θ α α

− − + +− +≤ + +   

取 { } { } 0max , max , 0k k i iθ θ α α θ= = = ，得到 

( ) ( ) ( ) ( )0, 0,1
01 eM T t T tMx t xλ λθ α

− − + +− ++≤ +  

对于给定的θ 和α ，一定存在一个有限的常数 k，满足 ( )1 ekθ α+ ≤  
因此，又得到下面的式子 

( ) ( ) ( )0, 0,
0e e T t T tMx t xλ λκα

− − + +− +≤  

由(4)式， 

( ) ( ) ( ) ( )0, 0, 0, 0,T t T t T t T t tλ λ λ λ+ + − − ∗ + − ∗ − ≤ + =   

如果取 λ λ∗ +≥ ，即使所有的子系统是不稳定的，即 ( )0 , 0T t t− = ，上述等式也成 
立，得到 

( ) 0e ekM tx t xλα
∗

≤                                   (6) 

又因为一定存在一个常数ν ，满足 

( )0,kN t t v tσ λ λ∗+ ≤ +  

且 ( )0,N t Mσ = 表示在 ( )0, t 上切换次数，所以 
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( ) 00,
a

tN t Nσ τ ∗≤ + ， 0 , a
v kN
k
τ

λ λ
∗

∗= =
−

，得到 

( ) 0 0e et Tx t x xν λ ν λα α+ +≤ ≤                               (7) 

( ) 2
min 0 0 0 1

Tx x x cλ Γ ≤ Γ ≤                                  (8) 

( )
1

0
min

cx
λ

≤
Γ

                                     (9) 

结合(6)，(7)，(8)，(9)式，得 

( ) ( ) ( )
1 2

0
min max

e eT T c cx t xν λ ν λα α
λ λ

+ +≤ ≤ ≤
Γ Π

                     (10) 

又因为 

( ) ( ) ( ) ( ) 2
max

Tx t x t x tλΠ ≤ Π                               (11) 

结合(10)，(11)式，得 ( ) ( ) 2
Tx t x t cΠ ≤  

则系统(5)是在任意的平均停留时间下是有限时间稳定的。 

3. 总结与展望 

大部分文献给出的结论都是通过构造 Lyapunov 函数去证明系统的有限时间稳定，而 Lyapunov 函数

不容易构造。本文从解的存在性入手，即用求解微分方程组的方法，系统的解若满足一些条件，即可证

明系统的稳定性，最后，把结果推广到连续时间的脉冲切换系统的稳定性问题上。 
有限时间稳定在实际应用和理论研究中有很大的价值，所以吸引了许多学者的关注，但是现在存在

的结果比较保守，而且大部分是充分条件，即使给出的是必要条件，这些结果都有很大的局限性，并不

能解决所有问题，这促使我们继续研究，本文可以从以下几个个方面继续讨论。 
1) 研究带有时滞的脉冲切换系统的有限时间稳定。 
2) 把构造解的方法推广到更复杂的混杂系统中。 
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