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Abstract 
This paper studies a class of nonlinear elliptic equations with ( )q p q p− < ≤1  growth in the gra-
dient. By discussing the fixed point for a class of Volterra integral operator, we use symmetric 
technique to prove the existence of bounded solutions. 
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摘  要 

本文研究了一类关于梯度具有 ( )q p q p− < ≤1 增长的非线性椭圆方程。通过对一类Volterra型积分算子

不动点的讨论，我们应用对称技术证明了有界解的存在性。 
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1. 引言 

本文研究如下非线性椭圆方程 Dirichlet 问题有界弱解的存在性： 

( )( ) ( )
( ) ( )1,

0

div , , , , ,

,p

a x u u H x u u x

u W L∞
− ∇ = ∇ ∈Ω


∈ Ω Ω 

                         (1.1) 

其中Ω是 ( )2NR N ≥ 中的有界区域，非线性项 H 关于梯度具有 ( )1q p q p− < ≤ 增长，即 ( ) qH f x uµ≤ + ∇ 。 
对于 q p= 的情形，问题(1.1)解的存在性已被众多学者通过各种方法在附加结构条件的情况下进行了

研究。例如，若 H 满足符号条件，Bensoussan 等[1]讨论了弱解的存在性；Boccardo 等[2]在方程存在上下

解的前提下证明了有界解的存在性；而在具有正零阶项的结构条件下，文献[3] [4]得到了类似结论。近些

年，对于没有附加结构条件的问题(1.1)，有界解的存在性也得到了广泛研究。这些研究基于对称技术进

行讨论，利用 Schwarz 对称建立原方程与对称方程解之间的比较结果，进而获得解的先验估计，以此证

明存在性。文献[5]-[8]考虑了 q p= 的情形。之后，Ferone 和 Messano 在[9]中结合特殊不等式将结论推广

至 1p q p− < ≤ 的情形，然而其证明需要 ( )f L∞∈ Ω ，该条件对于存在有界解来说较强。 

因此，本文的工作主要是研究在一般的假设 ( ) , max ,1m Nf L m
p

 
∈ Ω >  

 
下，问题(1.1)有界解的存在 

性。通过对一类 Volterra 型积分算子不动点的研究，获得了问题(1.1)与一类对称问题解之间的比较结果，

进而证得结论。本文的安排如下：第二节将给出一些预备知识，第三节给出假设与主要结果，第四节给

出主要结果的证明。 

2. 预备知识 

为方便起见，我们记 Ω 为区域Ω的 Lebesgue 测度，
1

pp
p

′ =
−

，
1

γγ
γ

′ =
−

，以后不再说明。 

定义2.1：设u 是Ω上的可测函数， ( ) { }:t x u tµ = ∈Ω > 是u 的分布函数，称 ( ) ( ){ }inf 0 :u s sτ µ τ∗ = ≥ ≤ ，

0,s∈  Ω  为函数u 的单调递减重排。 

令 ( ) ( )# #,N
Nu x u C x x∗= ∈Ω ，称 #u 为函数 u 的单调递减球对称重排，也称为 Schwarz 对称。这里 NC

表示单位球体积， #Ω 表示球心位于原点且与Ω具有相同测度的球。 
注 2.1 [10]：Schwarz 对称保持函数的 pL 范数不变，即 ( ) ( )#

# , 1p pL L
u u p

Ω Ω
= ≤ ≤ ∞。 

设 ( ), : Ng s R R Rξ × → 为 Carathéodory 函数， K 为如下 Volterra 型积分算子[11]： 

( ) [ ]( ) [ ]( ) ( )( ) ( )( ) ( )
0

: 0, 0, , , d ,
t

K D K C T C T K t g D Kψ τ ψ τ τ ψ⊆ → = ∀ ∈∫          (2.1) 
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定义 2.2：设 ( )1 2, D Kψ ψ ∈ ， [ )0,a T∈ ，若存在三常数 0θ > ， ( ],b a T∈ 和 ( ) [ ), 0,1l a b ∈ 使得对任意

( ],t a b∈ ，都有 

( )( ) ( )( )
( )

( )
( )

1
1 2

1 2 ,
,

, , ,
L a t

L a t

g g t l a bθ
θ

ψ ψ
ψ ψ

τ ∞

−
⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ≤  

则称算子 K 具有性质(l)。 
引理 2.1 (比较原理)：设 K 为由(2.1)给出的 Volterra 型积分算子，且具有性质(l)。若对 [ ]. . 0,a e t T∈ ，

( ),g t ⋅ 为非减函数，则对任意 ( ),u v D K∈ 满足 u Ku≤ ， v Kv≥ ，都有 

u v≤                                        (2.2) 

证明：采用反证法。若(2.2)不成立，则必存在 [ ]0,a T∈ 和 ( ]1 ,b a T∈ 使得 ( ) ( )u a v a= ，且 

( ) ( ) ( ]1, ,u t v t t a b> ∀ ∈ 。记 { }2 1min ,b b b= ，其中 b 是性质(l)中的常数。对 ( ]2,t a b∀ ∈  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )
( )( ) ( )( )

( )
( )

( )
1 ,

,

, , d

, , ,

t

a

L a t
L a t

u t v t u t v t g u g v

u vg u g v t l a bθ
θ

τ τ τ τ τ

τ ∞

− = − ≤ −

−
≤ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ≤

∫
 

上式两端关于 ( ]2,t a b∈ 取最大值且注意 ( ) [ ), 0,1l a b ∈ ，得 

( )
( )

( ) ( )2 2 2, , ,

,
L a b L a b L a b

u v u v u vl a bθ θ θτ τ τ∞ ∞ ∞

− − −
≤ <  

产生矛盾。所以假设不成立，(2.2)得证。 

3. 假设与主要结果 

本文研究非线性椭圆问题 (1.1)，其中 ( ), , : N Na x s R R Rξ Ω× × → ， ( ), , : NH x s R R Rξ Ω× × → 为

Carathéodory 函数且对 ( ), Ns R Rξ∀ ∈ × 及 . .a e x∈Ω满足以下假设条件： 
(i) ( ), , pa x s ξ ξ ξ≥ ，其中1 p< < +∞； 

(ii) ( ) ( )( )1 1
1, , p pa x s C k x sξ ξ− −≤ + + ，其中 1 0C > 为常数， ( ) 0k x ≥ 且 ( )pk L ′∈ Ω ； 

(iii) ( ) ( ), , qH x s f xξ µ ξ≤ + ，其中 0µ > 为常数， 1p q p− < ≤ ， ( ) 0f x ≥ 且 

( ) , max ,1m Nf L m
p

 
∈ Ω >  

 
。 

定义 3.1：函数 ( ) ( )1,
0

pu W L∞∈ Ω Ω 称为问题(1.1)的弱解，如果以下等式成立： 

( ) ( ) ( ) ( )1,
0, , d , , d d , pa x u u x H x u u x f x W Lϕ ϕ ϕ ϕ ∞

Ω Ω Ω
∇ ∇ = ∇ + ∀ ∈ Ω Ω∫ ∫ ∫   

首先，考虑(1.1)的对称问题 

( ) ( )

( ) ( )

2 # #

1, # #
0

div , ,

,

p q

p

v v f x v x

v W L

µ−

∞

− ∇ ∇ = + ∇ ∈Ω

 ∈ Ω Ω 

                       (3.1) 

其中 #f 为 f 的 Schwarz 对称。讨论该对称问题对称解存在的条件，定理如下。 

定理 3.1 设
1

1
0

N
NM NC

γ
β ηµβ

−
−−  

= Ω  
 

，其中
1

q
p

γ =
−

，
11
m

η = − ，
1 1 1
N m

β γ  = − + 
 

。 

若 
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( ) ( )
1

10
1

mLf M γγ
γ

−
Ω
≤

′
                               (3.2) 

则问题(3.1)必存在对称解 v，即 #v v= 。且有如下估计： 

( ) ( )# #2 3,pL Lv C v C∞Ω Ω
∇ ≤ ≤  

这里 2C 、 3C 是仅与已知量 , , , , ,N p q mµΩ 有关的常数。 
其次，给出问题(1.1)的解与问题(3.1)的对称解之间的比较结果。 
定理 3.2：假设(i)~(iii)成立。若 u 是问题(1.1)的解， v是问题(3.1)的对称解，则 

( ) ( )# #,u x v x x≤ ∈Ω                                (3.3) 

#

d d
p p

u x v x
Ω Ω

∇ ≤ ∇∫ ∫                                (3.4) 

最后，得到问题(1.1)有界弱解的存在性。 
定理 3.3：假设(i)~(iii)和(3.2)成立。若 

( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2, , , , 0,a x s a x sξ ξ ξ ξ ξ ξ− ⋅ − > ≠    

则问题(1.1)至少存在一个解。 

4. 主要结果的证明 

对于 Volterra 型积分算子(2.1)，更具体地，我们令 ( )( ) ( ) ( )
1 11*, N N

Ng f NC
γ

γτ ψ τ τ µ τ ψ τ
−

− 
= +   

 
， 

( ) ( ) ( ){ }0, : 0,0D K C M t Mtηψ ψ= ∈  Ω  ∃ ≥ ≤ ≤   

则 ( )( ) ( ) ( )
1 11*

0
d , 0,

t N N
NK t f NC t

γ

γψ τ µ τ ψ τ τ
−

− 
= + ∈  Ω     

 
∫ 。记 ( )R K 是 K 的值域。 

引理 4.1：设(3.2)成立，在 ( )D K 中令 ( )
1

10M M γγ −= ，则算子 K 在 ( )D K 中必有不动点。 
证明：首先可证 ( ) ( )R K D K⊆ 。事实上，对于 ( )D Kψ∀ ∈ 及 0,t∈  Ω   ，由 Hölder 不等式得 

( )( ) ( ) ( )

1 1 11* *
00, 0,

1dm m

tN N N
N NL L

K t f t NC M f t NC M t
γ γ γ

ηη γ η γ βψ µ τ τ µ
β

− −
− +

 Ω   Ω    

     
≤ + = +          

     
∫  

由 ,β η 的具体形式以及
Nm
p

> 容易计算得 β η> ，故 

( )( ) ( )

1
1

m
N
NLK t f t NC M t

γ
β ηη γ ηψ µβ

−
−−

Ω

 
≤ + Ω  

 
，即 

( )( ) ( )( )0mLK t f M M tγ ηψ
Ω

≤ + .                           (4.1) 

又 ( )
1

10M M γγ −= ，由 (3.2) 可 知 ( ) 0mLf M M Mγ
Ω
+ ≤ 。所 以 ( )( ) , 0,K t Mt tηψ ≤ ∈  Ω   ， 说明

( ) ( )R K D K⊆ 。 

其次，因 ( )D Kψ ∈ ，故 ( )0 M ηψ τ τ≤ ≤ 。从而，对任意 ( )( ) ( )K t R Kψ ∈  
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( )( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1 1*

1

d

1 , 0m

b N N
Na

N
NL

K b K a f NC

f b a NC M b a a b

γ γ

γ
η γ β β

ψ ψ τ µ τ ψ τ τ

µ
β

−
−

−

Ω

   
− ≤ +       

   

 
≤ − + − ≤ < ≤ Ω  

 

∫
 

因此当 b a→ 时， ( )( ) ( )( )K b K aψ ψ− 一致地收敛于 0，故 ( )R K 等度连续。此外，由(4.1)得 

( )( )0mLK f M M ηγψ
Ω

≤ + Ω ，从而 ( )R K 是一致有界的。于是由 Ascoli-Arzela 定理知 ( )R K 是 ( )0,C  Ω  

中的列紧集，即 K 是 ( )0,C  Ω   中的紧算子。注意到 ( )D K 是有界闭凸集， ( ) ( )R K D K⊆ 且 K 是紧算子。 

根据 Schauder 不动点定理得， K 在 ( )D K 中必有一个不动点。 
引理 4.2 [9] 设 u 是问题(1.1)的解， v是问题(3.1)的对称解，则对 . . 0,a e s∈  Ω  ，有 

( )( ) ( ) ( )( )
1 1 1 11 11 1* * *

0
exp d d

p q p
p q ps sN N N N

N Nu s NC s f NC u
τ

τ µ σ σ σ τ
−

− − +− −    
′ ′ − ≤ −           

∫ ∫        (4.2) 

( )( ) ( ) ( )( )
1 1 1 11 11 1* * *

0
exp d d

p q p
p q ps sN N N N

N Nv s NC s f NC v
τ

τ µ σ σ σ τ
−

− − +− −    
′ ′ − = −           

∫ ∫        (4.3) 

定理 3.1 的证明：令 

( ) ( ) ( )
11 11 #1 d ,N

N

p
N pN N

N NC x
v x V C x NC w xτ τ τ

′−
−Ω − 

= = ∈Ω  
 

∫                  (4.4) 

其中 w 为引理 4.1 中 K 的不动点。显然 ( ) ( )# #,v x v x x= ∈Ω 且 ( )# 0v V
∂Ω

= Ω = 。 

又

( ) ( ) ( )
#

1 1 1 11 1

0 0

11 1 1 11

0 0

d d d

d d ,

p p
p pN N N N

N N

p p
p

p p NN N N
N N

v x x NC s V s s NC s w s s

NC s w s M NC s s
η

′−
− −Ω Ω ′

Ω

′ ′− −   ′− +−  Ω Ω′ ′  

 
′∇ = =   

 

   
= ≤      

   

∫ ∫ ∫

∫ ∫

 

注意到
1 1 11 1 1p
N N m

η γ β   ′− + ≥ − = − > −   
   

，故 

( )
#

1 1 1 1d
p

p pp N NNv x x M NC η
′−

  ′− + +′  
 

Ω

 
∇ ≤ Ω  

 
∫  

而

( ) ( ) ( )
11 11 1

0

1 11 111 1
0

0 d

d

p

pN N
NL

p pp p
p pN N N NN N

v V NC w

M NC M NC

τ τ τ

τ τ

∞

′−
−Ω −

Ω

′ ′− −′ ′−Ω− −

 
= =   

 

   
≤ ≤ Ω      

   

∫

∫

 

于是， ( ) ( )1, # #
0

pv W L∞∈ Ω Ω 。此外，易验证 v满足问题(3.1)弱解的定义。从而(4.4)给出的正是问题

(3.1)的一个对称解。 
定理 3.2 的证明：令 

( ) ( ) ( )( )
1 1 11* *

0
exp d d

q p
q ps s N N

Ns f NC u
τ

ρ τ µ σ σ σ τ
−

− +−  
′ = −     

∫ ∫                (4.5) 



关于梯度具有一般增长的非线性椭圆问题有界解的存在性 
 

 
148 

等式两边关于 s 求导，得 

( ) ( ) ( )( )
1 1 11* *

q p
q p

N N
Ns f s NC s u sρ

−
− +− 

′′ = + −  
 

                      (4.6) 

由(4.2)知 ( )( ) ( )
1 11 1*

p
p

N N
Nu s s NC sρ

−
− − 

′− ≤   
 

，带入(4.6)中有 

( ) ( ) ( )
1 11* N N

Ns f s NC s s
γ

γρ µ ρ
−

− 
′ ≤ +   

 
 

上式在 [ ]0, s 上积分，并注意 ( )0 0ρ = ，可得 ( ) ( ) , 0,s K s sρ ρ≤ ∈  Ω  。同理，若令 

( ) ( ) ( )( )
1 1 11* *

0
exp d d

q p
q ps s N N

Ns f NC v
τ

ϖ τ µ σ σ σ τ
−

− +−  
′ = −     

∫ ∫                 (4.7) 

则有以下等式成立： ( ) ( ) , 0,s K s sϖ ϖ= ∈  Ω  。 
由(4.5)和(4.7)计算可得 ( ), D Kρ ϖ ∈ 。又对 ( )1 2, , 0D K a bψ ψ∀ ∈ ≤ < ≤ Ω ，任取 ( ],t a b∈ ， 

( )( ) ( )( )
( )

( ) ( )

( ) ( ){ } ( ) ( )

( ) ( )

11 2 ,

1 1 11 1

1 2

11 1
1 1

1 2 1 2

11 1 1 21

, ,

d

max , d

d .

L a t

tN N N
N a

t NN
N a

t NN
N a

g g

NC

NC

NC M

γ γ γ

γ
γ

γ γ

γ
η γ

γ
η

ψ ψ

µ τ ψ τ τ ψ τ τ

µ τ ψ τ ψ τ ψ τ ψ τ τ

ψ τ ψ τ
µ τ τ

τ

−
− −

−  −  − − 

−  − + −  

⋅ ⋅ − ⋅ ⋅

     
= −          

     

 
≤ −  

 

− 
≤   

 

∫

∫

∫

 

注意到
1 1 1
N

η γ β − + = − 
 

，所以 

( )( ) ( )( )
( ) ( )

( )

( )

1

1 1
1 2

1 2 ,
,

1 1
1 2

,

, , N
NL a t

L a t

N
N

L a t

Mg g NC t a

M b aNC t
b t

γ γ
β β

η

γ γ β β
η

η η

ψ ψ
ψ ψ µ

β τ

ψ ψ
µ

β

∞

∞

− −

− −

  −
⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ≤ −  

 

  −−
≤   

 

 

令 ( )
1 1

, N
N

M b al a b NC
b

γ γ β β

ηµ
β

− −  −
=   

 
，则 ( )lim , 0

b a
l a b

+→
= ，从而算子 K 具有性质(l)。 

于是由引理 2.1 可知， ( ) ( ) , 0,s s sρ ϖ≤ ∈  Ω   。 

上式结合(4.2)和(4.3)可得 ( )( ) ( )( )1 1
* *

p p
u s v s

− −
′ ′− ≤ − ， 0,s∈  Ω  ，即 

( ) ( )* * , 0,u s v s s′ ′− ≤ − ∈  Ω    

注意到 ( ) ( )* * 0u vΩ = Ω = ，因此 

( ) ( )* * , 0,u s v s s≤ ∈  Ω   ，即 ( ) ( ) ( )# # #,u x v x v x x≤ = ∈Ω  
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此外，(3.4)的证明完全类似于文献[9]中定理 4.1 的证明，这里不再赘述。 
定理 3.3 的证明： 
对于 0ε∀ > ，考虑以下逼近问题 

( )( ) ( )
( ) ( )1,

0

div , , , , , ,

,p

a x u u H x u u x

u W L
ε ε ε ε ε

ε
∞

− ∇ = ∇ ∈Ω


∈ Ω Ω 

                      (4.8) 

其中 ( ) ( )
( )
, ,

, ,
1 , ,

H x s
H x s

H x sε

ξ
ξ

ε ξ
=

+
，则 ( ), ,H x sε ξ 满足条件(iii)且 ( ) 1, ,H x sε ξ

ε
≤ 。 

从而问题 (4.8)存在解 uε 。又由定理 3.1 知问题 (3.1)存在对称解 v 且有估计 ( )# 2pLv C
Ω

∇ ≤ 和

( )# 3Lv C∞ Ω
≤ 。 

因此，根据定理 3.2 有： ( ) ( )# #,u x v x xε ≤ ∈Ω 且
#

d d
p p

u x v xε
Ω Ω

∇ ≤ ∇∫ ∫ 。于是 ( ) ( )##
#

LL
u vε ∞∞ ΩΩ

≤ 。注

意到 ( ) ( )#
#

L L
u uε ε∞ ∞Ω Ω

= ，所以 ( ) ( )#LLu vε ∞∞ ΩΩ
≤ 。从而 

( ) ( )3 2, pL Lu C u Cε ε∞ Ω Ω
≤ ∇ ≤  

最后，利用文献[3] [4]中经典的逼近理论，可证问题(1.1)至少存在一个解。 
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