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Abstract 
In this paper, the global attractor approximation by smooth manifold is considered in strongly 
damped equation. A nonlinear approximate inertial manifold of strongly damped wave equation 
is constructed. The order of approximation of the inertial manifold to the global attractor is ob-
tained． 
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摘  要 

本文主要研究了强阻尼波动方程的整体吸引子由光滑流形来逼近。构造了强阻尼波动方程的一个非线性

近似惯性流形，并得到了该近似惯性流形逼近整体吸引子的阶数估计。 
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1. 引言 

本文研究了下列一类带强阻尼项 tu∆ 的高维波动方程： 
( ) ( )

( )
( ) ( )

0 1

,

,0 , ( ,0)

, 0 ,

tt t tt

t

u u u u f u g x t R

u x u u x u x

u x t x t R

α +

+

 − ∆ − ∆ − ∆ + = ∈Ω×
 = = ∈Ω


= ∈∂Ω×

                       (1) 

其中 3RΩ⊂ 为有界光滑闭区域， 0α > 为常数，函数 ( )2g L∈ Ω 。 
该波动方程来自非线性弹性杆在纵向形变波传播与弱非线性作用下空间变换离子波传播问题见[1] 

[2]，这是一个具有耗散性质的无穷维动力系统，而耗散动力系统的基本特征由相应的整体吸引子所表现

见[3] [4]。由于整体吸引子结构复杂，甚至有些物理系统的整体吸引子的分形维数是无限维的。考虑到在

实际中的应用，如数值模拟，G. Foias 等在见[5]首次引进了惯性流形的概念，具体思想是把整体吸引子

嵌入到一个适当的光滑的有限维流形，原系统在这个有限维流形上约化以后的动力学行为能通过一个常

微分方程来实现。但是保证惯性流形存在的条件十分苛刻，于是想到了用一种近似的、光滑的、比较容

易求解的流形去逼近整体吸引子和惯性流形，这就是近似惯性流形，近似惯性流形是有限维的光滑流形，

且系统的每一个解在有限的时间里进入它的狭小的邻域内见[6] [7]。 

2. 预备知识 

引进空间 ( )2H L= Ω ， ( )1
0V H= Ω ， ( ) ( )2D A V H= Ω ，则 H ，V ， ( )D A 均为 Hilbert 空间且空间

H ，V
V

，上的范数分别为： ( )
1

2 2u u
Ω

= ∫ ， ( )
1

2 2u u
Ω

= ∇∫ ， ( )
1

2 2u u
Ω

∆ = ∆∫ ，空间 H ，V 上的内积为：

( ),u v uv
Ω

= ∫ ， ( )( ),u v u v
Ω

= ∇ ∇∫ 。 

设 ( ):A D A H→ 为 Au u= −∆ ，则 A 为无界正自共轭算子，原方程(1)可化为如下的微分系统： 

( )d
d
d
d

t tt
v Au Au Au f u g
t
u v
t

α + + + + =

 =


                             (2) 

因为 A 为无界正自共轭算子， 1A− 是紧的， ( )D A 在 H 中稠，所以 H 具有由算子 A 的特征向量所组

成的正交基{ } 1kω ∞

=
， k k kAω λ ω= ， 1 20 , kλ λ λ< ≤ ≤ → +∞ ，设 mP H= 为 { }1 2, , ,m mH H span ω ω ω→ =  的

投影。Q I P= − 为 mH H ⊥→ 的投影。设 Pv p= ，Qv q= ， Pu y= ，Qu z= ，则把投 ,P Q 作用在方程(2)
上有 

( )d
d t
p Ay Ap Ap Pf y z Pg
t

α+ + + + + =                            (3) 

( )d
d t
q Az Aq Aq Qf y z Qg
t

α+ + + + + =                            (4) 

d
d
y p
t
=                                         (5) 
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d
d
z q
t
=                                         (6) 

函数 ( )2 ,f C R R∈ ，满足下面的条件： 

( )lim inf ,
s

f s s Rλ
→+∞

′ ≥ − ∀ ∈                                (7) 

( ) ,f s s Rβ′ ≥ − ∀ ∈                                    (8) 

( ) ( )31 ,f s C s s R′′ ≤ + ∀ ∈                                (9) 

其中 1,β λ λ< 为常数。 
定理 1：设 0α > ，如果 f 满足条件(7)-(9)， ( ) ( )0 1, ,g H u D A u D A∈ ∈ ∈ ，则方程(1)存在唯一解 u ，

且满足 

[ ) ( )( ) [ ) ( )( ), 0, ; , 0, ; .t ttu u C D A u L D A∞∈ +∞ ∈ +∞  

证明：略由 Faedo-Galerkin 方法，我们可以获得唯一解见[7] [8]  
引理 1：设 1, , 0ε α β > ， [ )0,1µ∈ ，如果函数 ( )tΦ 是定义在 R+ 上绝对连续的正函数，即对任意的

0 0t t τ≥ ≥ ≥ ， ( ) ( )( )1d 1
t
q y y t µ

τ
α τ≤ + −∫ ， ( )

0

1

0
lim sup d

t

tt t
h y y β

+

≥ ≥
≤∫ ，且满足不等式 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )d 2
d

t t q t t h t
t

εΦ + Φ ≤ Φ + ，则存在 ( )1,T T α β= ，当 t T≥ 时， ( )t ρΦ ≤ ， ρ 是常数，见[7]。 

3. 主要结果及其证明 

设 ,X Y 为 banbch 空间，空间 ,X Y 模分别记为 ,X Y⋅ ⋅ ，对任意 ( ),u v X Y∈ × ，空间 X Y× 上的模记为

( ) 2 2 2, X YX Y
u v u v

×
= + 。 

定理 2：设 0α > ，如果 f 满足条件(7)~(9)， ( ) ( )0 1, ,g H u D A u D A∈ ∈ ∈ ，则存在T ，当 t T≥ 时，

( ) ( ) ( )
, t D A D A

u u ρ
×

≤ 。 

证明：设 tv u uε= + ，在 ( )2L Ω 中让(1)与 v−∆ 作内积，可得 

( ) ( ) ( )2 2d 2 4
d tt t v f u u u
t

ε ε
Ω

′′Φ + Φ ≤ + ∇∫  

设 2 11
2

η ε αε= − + ≥ 且
21 4
η

≤ ≤ ， 

( ) 2 2 22
2

t u g uη
β

η
Φ ≥ ∆ − −                               (10) 

( ) ( )2 3 21t tf u u u C u u u
Ω Ω

′′ ∇ ≤ + ∇∫ ∫                           (11) 

2 2
1t tC u u C u u

Ω
∇ ≤ ∆∫                                 (12) 

3 2 2 3
2t tC u u u C u u u

Ω
∇ ≤ ∆∫                              (13) 

由(10)~(13)式，可得 

( ) ( ) ( )2 3 2
1 2

d 2 4
d tt t v C C u u u
t

ε εΦ + Φ ≤ + + ∆                      (14) 
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( ) ( )62 2
1 2 23

1 2
1
2t t

C C u
C C u u uεη

εη

+
+ ≤ +                        (15) 

( )2 2 22 4 2t
u g uβ

η η η
Φ

∆ ≤ + +                              (16) 

设 ( )
( )62 2

1 2 2
22 t

C C u
q t u

εη

+
= ， ( ) ( )2 2 2 2 224 2h t v g u q t g uε ε εβη

η
 

= + + + + 
 

，此时(14)式可以

重写为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )d
d

t t q t t h t
t

εΦ + Φ ≤ Φ                              (17) 

定理证毕。 
现考虑问题(2)的近似惯性流形，设 mP 为 H 在 { }1 2, ,m mH span ω ω ω=  上的正交投影。 m mQ I P= − 。

令 , , ,m m m mP v p Q v q P u y Q u z= = = = ，则(2)等价于 

( )d
d t m m
p Ay Ap Ap P f y z P g
t

α+ + + + + =                          (18) 

( )d
d t m m
q Az Aq Aq Q f y z Q g
t

α+ + + + + =                          (19) 

为用光滑流形逼近整体吸引子，先设 

( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ){ }
1 2 1 2

1 2 1 2

, :

, :

m m D A D A

m m D A D A

H H M

H H M

φ φ φ φ

⊥ ⊥ ⊥

Β = ∈ × × ≤

Β = Φ Φ ∈ × Φ × Φ ≤
 

定义映射 : ⊥Ψ Β→Β 即 ( ) ( )1 2: , ,p yΨ → Φ Φ ，且满足 

( )2 1 1 m mA A A Q f y Q gαΦ + Φ + Φ + =                            (20) 

1 0Φ =                                        (21) 

则 ( )graphµ = Ψ 是原方程的近似惯性流形。 
首先证明映射Ψ的存在性。 

定理 3 设 k 充分大，使得
1
2
1k Mρλ

−

+ ≤ 且 1
1 1kρλ−
+ < ，则映射Ψ存在，且有 ( ) ( )

1
2

1 2 10, kD A D A ρλ
−

+Φ = Φ ≤ 。 

证明：定义映射 :G ⊥ ⊥Β →Β ，任意 ( )1 2, ⊥Φ Φ ∈Β ，有 ( ) ( )1 2 1 2, ,n nG Φ Φ = Φ Φ ， 

满足 

( )2 1 1 2t

n
m mA A A Q f y Q gαΦ + Φ + Φ + +Φ =                         (22) 

1 0nΦ =                                        (23) 

为证明映射Ψ的存在性，只需证明映射G 存在不动点，因此只需证明G 为压缩映射。 
下证 ( )1 2,n n ⊥Φ Φ ∈Β 。由于 1 0nΦ = ，所以 1

n ⊥Φ ∈Β 。再由(22)，有 

( )2 1 1 2t

n nA A A f y gαΦ ≤ Φ + Φ + +Φ +  

由定理 1 知 1 1,
t

A AΦ Φ 有界，由条件(7)~(9)知 ( )2f y +Φ 有界，所以有 2
nA ρΦ ≤ ，即 

( )

1
2

2 1
n

kD A
ρλ

−

+Φ ≤                                      (24) 
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所以有 2
n ⊥Φ ∈Β 。 

下证G 为压缩映射。由于 1 1: 0, : 0 0np GΨ →Φ = →Φ = 是常值映射，所以存在. 
其次设 21 22, BΦ Φ ∈ ，由 2 2 2: , : nu GΨ →Φ Φ →Φ ，及(24)，有 

( )21 1 1 21t

n
m mA A A Q f y Q gαΦ + Φ + Φ + +Φ =                          (25) 

( )22 1 1 22t

n
m mA A A Q f y Q gαΦ + Φ + Φ + +Φ =                          (26) 

上述两式相减得， 

( )
( ) ( )21 22 21 22

n n
D AD A

A ρΦ −Φ ≤ Φ −Φ                            (27) 

所以 

( )21 22 21 22
n n

D A
Φ −Φ ≤ Φ −Φ                               (28) 

只要 k 足够大，就可使得 1
1 1kρλ−
+ < ，即G 为压缩映射，所以Ψ是存在的，µ 为系统的近似惯性流行。 

定理 4：设 k 充分大，使得
1
2
1k Mρλ

−

+ ≤ 且 1
1 1kρλ−
+ < ，则存在正常数 ρ ，有 

( ) ( ) ( )( )
1
2
1, , kD A D Adis u v µ ρλ

−

+× ≤  

证明：用(21)减去(19)，得 

( ) ( ) ( )1 t tD A D A D Aq z uΦ − = ≤  

由定理 1，紧嵌入定理及 poincare 不等式有 ( )

1
2
1t kD Au ρλ

−

+≤ ，所以 

( )

1
2

1 1kD Aq ρλ
−

+Φ − ≤                                   (29) 

用(5)减去(19)，得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 1 1tt t mA z A q q A q Q f y f y zαΦ − + Φ − = − Φ − − − +               (30) 

所以 ( ) ( ) ( )2 1 t tA z A q q Aq f y zαΦ − − Φ − ≤ + + + 。 
由定理 1 知 ,t tq Aq 有界，由条件(7)~(9)知 ( )f y z+ 有界，所以 ( )2A zΦ − 有界，故 

( )

1
2

2 1kD Az ρλ
−

+Φ − ≤                                   (31) 

由(29)(31)，定理得证。 
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