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Abstract 
In this paper, we present a new gradient method in the Riemannian context to solve multicriteria 
optimization. If the objective function is quasiconvex, the sequence generated by this method 
converges to a critical Pareto point. If the objective function is pseudo-convex, then the sequence 
will converge to optimal Pareto point. 
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摘  要 

在这篇文章中，我们提出了黎曼流形上的一种新的梯度法，来解决多指标最优化问题。当目标函数是拟
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凸时，由梯度法产生的迭代序列收敛到临界的Pareto点，若目标函数是伪凸的，则由新的梯度算法产生

的迭代序列收敛到最优的Pareto点。 
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1. 引言 

梯度法在最优化问题的研究中有重要作用，特别地，对于无限制最优化问题经常与经典的最速下降

法联系起来(见[1])，经典的最速下降法又叫做 Cauchy 方法或简单的梯度方法。由于在很多情况下由于收

敛较慢而经常会被改进。在[2]中对经典的最速下降法进行了修正得到了其他两种较快的梯度方法。 
对于将欧式空间中的算法与概念推广到黎曼流形上是理论和实际的推动，已经有很多相关方面知识

的推广。在欧式空间中多数情况研究的目标函数是凸函数。在非凸的条件下，情况比较复杂。所以将欧

式空间推广到黎曼流形上主要的优点在于可以将经典意义下的非凸问题可以转化成凸问题。只要定义恰

当的黎曼度量，可以将欧式空间上有限制的最优化问题转化为黎曼流形上的无限制最优化问题，这方面

可以参照[3] [4]。 
Para Quiroz 在[5]中解决了拟凸函数在黎曼流形上的最小值问题，Bento 在[6]中假定目标函数是拟凸

的，产生的序列收敛到临界的 Pareto 点。在这个条件下，我们所定义的新的梯度法产生的序列同样能收

敛到临界的 Pareto 点。若目标函数是伪凸的，由本文的梯度法产生的迭代序列将收敛到最优的 Pareto 点。 
本篇文章的第二部分主要介绍了文章中涉及到的关于黎曼几何的一些概念和结果。第三部分给出了

多指标最优化问题的定义，以及一些基本的概念。第四部分，我们给出了全局收敛结果。 

2. 基本说明 

2.1. 黎曼流形的基本知识 

这一部分，我们将介绍黎曼流形的一些基本性质和概念。这些概念可以在如下黎曼流形的书中找到，

如[7] [8]。 
令 M 是一个 n 维完备的黎曼流形。我们用 pT M 表示 M 在点 p的切空间， pp M

TM T M
∈

=


表示 M 的

切丛， ( )Mχ 表示 M 的光滑切向量场。假设 M 的黎曼度量是 ,⋅ ⋅ ，它所对应的范数记为 ⋅ ，M 中连接 ,p q
两点的侧地线可以表示为 [ ]: ,a b Mγ → ，其中 ( ) ( ),a p b qγ γ= = ，这条测地线的长度可以表示为

( ) ( ) d
b

a
l t tγ γ ′= ∫ 。 ,p q两点的距离定义为所有这些测地线距离的下确界，记为 ( ),d p q 。 

令∇表示黎曼流形 M 的 Levi-Civita 联络，一条曲线 γ 叫做测地线当且仅当 0γ γ′ ′∇ = ，一条测地线被

点 p和切向量 v唯一确定，记为 ( ),v pγ γ= ⋅ 。 
一个黎曼流形是完备的，意思是说按照上述方式定义的距离，流形 M 构成一个完备的度量空间。根

据 Hopf-Rinow 定理，黎曼流形的完备性等价于测地线对于任意的实值 t 都有定义。完备性蕴含着存在连

接 ,p q两点的测地线段达到 ,p q的距离。 
我们用 R 表示黎曼曲率张量，对于 , ,X Y Z TM∀ ∈ ， 

( ) [ ],, ,X Y Y X X YR X Y Z Z Z= ∇ ∇ −∇ ∇ −∇  

其中 [ ],X Y XY YX= − 表示的 Possion 括号积。关 ,X Y 于截面曲率定义为 
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( ) ( ) ( )2 2 2, , , , ,K X Y R X Y Y X X Y X Y= −  

其中
2 ,X X X= 。 

一个 M 中的测地链表示一对测地线 1γ 和 2γ 使得 ( ) ( )1 20 0γ γ= 且其中至少有一条是极小测地线段。记

( )1 1l l γ= ， ( )2 2l l γ= ， ( ) ( )( )3 1 1 2 2,l d l lγ γ= ， ( ) ( )( )1 20 , 0α γ γ′ ′= ∠ 。 

(余弦定理)设 M 是一个具有非负曲率的完备黎曼流形，所有的符号如上所示，我们有 
2 2 2
3 1 2 1 22 cos .l l l l l α≤ + −                                  (1) 

证明见[8]。 

2.2. 基本说明二 

令 { }1, 2, ,I m=  ， { }: 0,m m
iR x R x i I+ = ∈ ≥ ∈ ， { }: 0,m m

iR x R x i I++ = ∈ > ∈ 。对于任意的 , mx y R∈ ，

我们说 x y 表示 mx y R+− ∈ ，同样的 x y 表示 mx y R++− ∈ 。 

给定一个连续可微的向量函数 : mF M R→ ，我们求解下面的最优化问题： 

( )min .
p M

F p
∈

                                      (2) 

其中 ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2, , , mF p f p f p f p=  。 

令 ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )1 2: , , , ,mgrad F p grad f p grad f p grad f p p M= ∈ 表示 F 的黎曼 Jacob 在 p M∈

的像。 
若 p∗是 F 的最优的 Pareto 点，即不存在其他的点 p M∈ 使得 ( ) ( )F p F p∗ 并且 ( ) ( )F p F p∗≠ 。 

若 p是 F 的临界的 Pareto 点，即 p满足一阶最优化条件 

( )( ) ( )Im .mgradF p R φ++− =                                (3) 

我们称 H 在 M 上是凸的，若对于 ,p q M∈ 和连接 ,p q 的测地线段 [ ]: 0,1 Mγ →  (即 ( )0 pγ = ，

( )1 qγ = )，有 

( )( ) ( ) ( ) ( ) [ ]1 , 0,1H t t H p tH q tγ − + ∈                           (4) 

我们称 H 在 M 上是拟凸的，若对于 ,p q M∈ 和连接 ,p q 的测地线段 [ ]: 0,1 Mγ →  (即 ( )0 pγ = ，

( )1 qγ = )，有 

( )( ) ( ) ( ){ } [ ]max , , 0,1H t H p H q tγ ∈                           (5) 

我们称 H 在 M 上是伪凸的，若 H 是可微的，且对于 ,p q M∈ 和连接 ,p q 的测地线段 [ ]: 0,1 Mγ →  
(即 ( )0 pγ = ， ( )1 qγ = )，有 

( ) ( ) ( ) ( )0 0 .gradH p H q H pγ ′ ⇒/ /   

注：向量函数 H 的凸性(拟凸性)与每一个分量的凸性(拟凸性)等价，若 H 的分量是伪凸的，则 H 是

伪凸的，反之不成立。 
我们称{ }kq M⊂ 拟 Fejer 收敛到非空集合U ，若对 q M∀ ∈ ，都存在序列{ }kε 使得 

( ) ( )2 1 2
0 , , , , 0,1,k k

k kk d q q d q q kε ε∞ +
=

< +∞ ≤ + =∑   

在得到收敛性之前我们需要做如下假设： 
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假设一： ( ) ( ){ }: ,kU p M F p F p k N += ∈ ∀ ∈ ，对于 M 中的任意点列{ }kp 都有U 非空。 

由假设一可得如下假设二： 

假设二： ( ) ( ){ }1
1 1 1 1: , 1, 0m m mk

i i i i i ii iU p M f p f pα α α α+
= = =

′ = ∈ < = ≥∑ ∑ ∑ ，对于 M 中的任意点列{ }kp 都

有U ′非空。 

3. 黎曼流形上的梯度法 

为了求解这个多目标最优化问题，我们任取 ( )1, , m
m Rα α α ++= ∈ ，并且满足

1 1α = ，我们将原问题

转化为解 ( )1min m
i ii f pα

=∑ 。下面我们给出迭代方向： 

( ) 2
1

1min , .
2p

m
i iiv T M

gradf p v vα
=∈

 + 
 
∑                            (6) 

kp 迭代方向 ( )kv p 定义为： 

( ) ( ) 2
1

1arg min , .
2kp

mk k
i iiv T M

v p gradf p v vα
=∈

 = + 
 
∑  

算法迭代如下： 
初始化：任取 ( )0,1β ∈ ， 0p M∈ ，令 0k = 。 
终止条件：若迭代方向 0kv = ，则算法终止。否则继续进行下面的步骤： 
迭代步长：计算出迭代方向 ( )k kv v p= ，计算迭代步长： 

( )( ) ( ){ }2

1 1max : exp , 2 , ,k
m mk k k j

k i i i ii ip
t t f tv f p t v t j Nα α β −

= =
= ≤ − = ∈∑ ∑             (7) 

令 

( )1 exp .k
k k

kp
p t v+ =  

返回终止条件。 
注：这个迭代具有良好的性质： 
对 k∀ ，只要 1kt < 那么 [ ], 2k k kt t t∃ ∈ 使得 

( )( ) ( ) 2

1 1exp .k
m mk k k

i i k i i ki ip
f t v f p t vα α β

= =
≥ −∑ ∑  

4. 引理和定理 

引理 4.1 无限制最优化问题(6)有唯一的最优解，并且解的形式如下： 

( )1
m

i iiv gradf pα
=

= −∑  

证明 令 ( ) ( ) 2
1

1,
2

m
i iig v gradf p v vα

=
= +∑ 。注意到 ( )1 ,m

i ii gradf p vα
=∑ 是一个凸函数，

21
2

v 是

一个严格凸函数，从而 ( )g v 是一个严格凸函数，因而这个无限制最优化问题有唯一解。 

由于 ( )g v 是可微的标量函数，它的极值点就是稳定点，由此计算得 ( )1
m

i iiv gradf pα
=

= −∑ 。 

引理 4.2 若 p M∈ 不是函数 F 的临界的 Pareto 点，并且 v是问题(6)的解，则 

( ) 2
1

1, 0
2

m
i ii gradf p v vα

=
+ <∑  
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证明 因为 p不是临界的 Pareto 点，所以 ˆ0 pv T M∃ ≠ ∈ ，使得 ( ) ˆ 0gradF p v  ，特别地，令 

( )1: , 0,m
i ii gradf p vβ α

=
= <∑  

因为
2ˆ 0vβ− > ，令 ( )2ˆ ˆv v vβ= − ，可得 

( )
2

2
21

1, 0,
2 ˆ2

m
i ii gradf p v v

v
βα

=
+ = − <∑  

由 v是(6)的解，所以 

( ) 2
1

1, 0
2

m
i ii gradf p v vα

=
+ <∑  

引理 4.3 : mF M R→ 是一个拟凸(伪凸)的向量函数，那么 1 :m
i ii f M Rα

=
→∑ 是拟凸(伪凸)函数。 

证明 因为 : mF M R→ 是拟凸的向量，则对于 ,p q M∀ ∈ 和连接 ,p q 的测地线段 [ ]: 0,1 Mγ →  (即

( )0 pγ = ， ( )1 qγ = )，有 ( )( ) ( ) ( ){ }max ,F t F p F qγ  ，那么 F 的分量函数 if 也满足 

( )( ) ( ) ( ){ }max ,i i if t f p f qγ < ，上式两边同乘以 iα 可得 

( )( ) ( ) ( ){ }max , .i i i i i if t f p f qα γ α α<  

对 i 求和可得 

( )( ) ( ) ( ){ }1 1 1max , ,m m m
i i i i i ii i if t f p f qα γ α α

= = =
<∑ ∑ ∑  

得证。伪凸的情况类似可得。 
引理 4.4 : mH M R→ 是一个可微的伪凸函数，则 H 是拟凸函数。 
证明 见[9] Remark 3.3 
引理 4.5 : mH M R→ 是一个可微的拟凸函数，则对于每一条连接 ,p q M∈ 的测地线段 [ ]: 0,1 Mγ →

有 

( ) ( ) ( ) ( ), 0 0.H q H p gradH p γ ′⇒   

证明 见[6]。 
引理 4.6 设U M⊂ 是一个非空集合并且 kq M∈ 是拟 Fejer 收敛的，则序列{ }kq 是有界的，进一步地，

若{ }kq 的聚点 q U∈ ，则 

lim .k

k
q q

→∞
=  

证明 类似于[10]的证明，只要将黎曼距离代替欧式空间中的距离即可。 
引理 4.7 : mF M R→ 是一个拟凸函数， M 是一个具有非负曲率的完备黎曼流形，且假设二成立，

则{ }kq 拟 Fejer 收敛到非空集合U ′。 

证明 任取 p U ′∈ ，令 1γ 是连接 , kp p 单位最短测地线， 2γ 是连接 1,k kp p+ 的测地线段使得 ( )2 0 k
kt vγ ′ =

并且 ( )( )0 , kvα γ ′= ∠ 那么根据余弦定理，我们得到： 

( ) ( ) ( )22 1 2 2, , 2 , cos ,k k k k k
k kd p p d p p t v d p p t v α+ ≤ + −  

注意到 ( ) ( )1, 0 cos πk kv vγ α′− = − ，带入上面的不等式得 
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( ) ( ) ( ) ( )
22 1 2 2

1, , 2 , , 0 ,k k k k k
k kd p p d p p t v d p p t v γ+ ′≤ + + −                   (8) 

由引理 4.1 得 ( )1
mk k

i iiv gradf pα
=

= −∑ 根据引理 4.3 可知： ( )1
m

i ii f pα
=∑ 是拟凸的，并且 q U ′∈ 根 

据引理 4.5 可得： ( ), 0 0kv γ ′− ≤ ，带入(8)可得 

( ) ( ) 22 1 2 2, , ,k k k
kd p p d p p t v+ ≤ +  

由假设二：U ′非空，则存在 p U∗ ′∈ 根据算法的迭代步骤： 

( ) ( )2 22 1
1 1 ,m mk k k k

k k i i i ii it v t v f p f pβ β α α +
= =

≤ ≤ −∑ ∑  

对 k 求和可得： 

( ) ( ) ( ) ( )22 0 1 0
1 1 1 1 1 ,n m m m mk n

k i i i i i i i ii i i i it v f p f p f p f pβ α α α α+ ∗
= = = = =

≤ − ≤ −∑ ∑ ∑ ∑ ∑  

故
22

1
n k

ki t vβ
=∑ 收敛，从而结论得证。 

引理 4.8 : mF M R→ 是一个连续可微的拟凸函数， M 是一个具有非负曲率的完备黎曼流形，并且

假设二成立，则{ }kp 收敛到 1
m

i ii fα
=∑ 一个稳定点 p  (即 ( )1 0m

i ii gradf pα
=

=∑ )，并且 p 就是 F 的一个临界

的 Pareto 点。 
证明 由于{ }kp 拟 Fejer 收敛到非空集合U ′，由引理 4.6 可知{ }kp 是有界序列，则存在收敛子序列

{ }ikp ，不妨设 lim i

i

k

k
p p

→∞
= ，根据 1 :m

i ii f M Rα
=

→∑ 的连续性可得： 

( ) ( )1 1lim ,i

i

m mk
i i i ii ik
f p f pα α

= =→∞
=∑ ∑  

从迭代算法中可知 ( )1
m k

ii f pα
=∑ 是单调递减的，从而 

( ) ( )1 1lim ,m mk
i i i ii ik
f p f pα α

= =→∞
=∑ ∑  

现在证明 ( )1 0m
i ii gradf pα

=
=∑ ，假设结论不成立，由 2

1

m
i

i
i

t vβ
=
∑ 的收敛性知： lim 0ii

t
→∞

= 。结合算法的

性质可得，当 i 充分大的时候，存在 [ ], 2k k kt t t∈ ，使得： 

( )( ) ( ) 2

1 1exp k
m mk k k

i i k i i ki ip
f t v f p t vα α β

= =
− − ≥ −∑ ∑  

即： 

( )( ) ( ) 21 1exp k
m mk k

i i k i ii ip k

k

f t v f p
v

t

α α
β

= =
− −

≥ −
∑ ∑

 

在上式令 k →∞，由于 lim 0kk
t

→∞
= ，上式左侧就是对 ( )( )1 exp k

m k
i i ki p
f t vα

=
−∑ 关于 kt 在零点处求导，从

而有： 

( ) 2

1 ,m k k k
i ii gradf p v vα β

=
− ≥ −∑  

注意到 ( )1
mk k

i iiv gradf pα
=

= ∑ ，我们得到 1β ≥ ，这与 ( )0,1β ∈ 矛盾，得证。 

定理 4.1 : mF M R→ 是一个可微的伪凸函数， M 是一个具有非负曲率的完备黎曼流形，并且假设

二成立，那么{ }kp 收敛到 1
m

i ii fα
=∑ 全局最优点 p ，且 p 是 F 的一个最优的 Pareto 点。 
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证明 由引理 4.3，引理 4.4 可知 1
m

i ii fα
=∑ 是拟凸函数，再根据引理 4.8 可得，{ }kp 收敛到 1

m
i ii fα

=∑ 的

稳定点 p ，即收敛点 p 满足 ( )1 0m
i ii gradf pα

=
=∑ ，结合 1

m
i ii fα

=∑ 的伪凸性知，不存在 p M∈ 使得

( ) ( )1 1
m m

i i i ii if p f pα α
= =

<∑ ∑ ，这说明不存在 p M∈ 使得 ( ) ( )F p F p 且 ( ) ( )F p F p≠ 。得证。 

5. 结论 

这篇文章主要给出了流形上的一种梯度法，并且当目标函数是拟凸时，得出了由这种梯度法产生的

迭代序列收敛到临界的 Pareto 点。当目标函数是伪凸时，收敛到最优的 Pareto 点。在具有非负曲率的完

备黎曼流形上已经有很多算法的提出来解决多指标最优化问题。在今后的研究中我们不仅可以对算法做

进一步的改进，也可以将问题研究的范围推广到其它空间，如函数空间，锥空间等。 
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