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Abstract 
We prove existence and uniqueness of the solution of a nonlinear differential equation of fraction-
al order. The differential operator is the Caputo fractional derivative. For the solvability of the 
equation is equivalent to a class of Volterra integral equation, we study the existence and unique-
ness of the integral equation. We prove the existence of the solution of integral equation by Schau- 
der fixed point theorem and the uniqueness of the solution by contraction mapping principle. 
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摘  要 

本文主要证明了一类分数阶非线性微分方程解的存在性和唯一性。文中用到的微分算子是Caputo分数阶

微分算子。因这类方程的可解性是与一类Volterra型的积分方程的可解性等价，所以我们主要研究了与

之等价的积分方程解的存在性和唯一性。我们通过Schauder不动点定理证明了积分方程解的存在性，用

压缩映象原理证明了解的唯一性。 
 
关键词 

分数阶微分方程，Caputo微分，Schauder不动点定理，压缩映象原理 

 
 

1. 背景介绍 

尽管分数阶微积分的概念几乎是与整数阶微积分同时出现的，但在过去很长时间内，由于缺乏实际

应用背景的促进而发展缓慢。直至近年，由于在物理，化学，生物等领域的广泛应用(参看[1]-[4])，分数

阶微分方程已成为数学领域中值得深入研究的重要方程之一。许多学者(参看[5]-[8])都研究过分数阶微分

方程的性质，并取得了可观的收获。例如，Delbosco 和 Rodino [7]以及 El-Sayed [8]证明了下面这个非线

性分数阶微分方程的解的存在性和唯一性定理： 

( ), , 0 1.D f t yα α= < <  

这里的 Dα 是黎曼–刘维尔分数阶微分。 
Diethelm 和 Ford [6]深入研究过下面的分数阶微分方程： 

( ) ( ) ( )0 , , 0 1.D y t y f t yα α− = < <    

同样的，这里的 Dα 表示黎曼–刘维尔分数阶微分。 
Kosmatov [9]进一步证明了 

( ) ( )( ) [ ], , 0,1 ,u t f t u t tρ β ρ β= ∈ >   

这里 ρ 是指 Caputo 分数阶微分算子(参看[10])，这也是本文所用到的微分算子。 
本文主要讨论的是一个分数阶非线性微分方程解的存在性和唯一性，研究方法主要是首先证明这个

方程的可解性是与一个 Volterra 型的积分方程的可解性等价。文中用到的主要定理和 Caputo 微分算子的

运算规则将在第 2 部分给出。第 3 部分和第 4 部分是关于方程的解的存在性和唯一性。 

2. 预备知识和记号 

首先给出本文用到的一个主要定理： 
定理 2.1. (Schauder 不动点定理)设 X 是赋范线性空间， X⊂C 是非空的有界闭凸集。映射 :T →C C

是连续的紧映射，那么T 在C 中有一个不动点。 
设函数 [ ]0,1mu C∈ 。如果 ( )1,m mρ ∈ − ，这里m N∈ ，那么 ρ 阶的 Caputo 分数阶微分定义为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1

0

1 d .
t m mu t t s u s s

m
ρρ

ρ
− −= −

Γ − ∫                        (2.1) 

ρ 的逆算子定义为 
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( ) ( ) ( ) ( )1

0

1 d .
t

u t t s u s sρρ

ρ
−= −

Γ ∫                            (2.2) 

本文的目的是考察非线性微分方程 

( ) ( ) ( )( ) [ ], , 0,1 ,u t f t g t u t tρ = ∈                            (2.3) 

其中 ( )1,m mρ ∈ − ，此方程满足初值条件 

( ) ( )0 0, , 1.,k
ku k mη= = −                               (2.4) 

我们的目标为研究分数阶的问题，因此 Nρ ∈ 的情况不在我们的考虑范围内。 
在下面的定理中，我们给出了(2.1)和(2.2)这两个算子的关系和它们的一些性质。 
定理 2.2. 设 [ ] ( ) [ ]10,1 , 1, , , 0,1mu C m m m N v Cρ∈ ∈ − ∈ ∈ ，那么对于 [ ]0,1t∈ ，成立 

(a) ( ) ( )v t v tρ ρ =  ； 

(b) ( ) ( ) ( ) ( )
1

=0
0

!

km
k

k

tu t u t u
k

ρ ρ
−

= − ∑  ； 

(c) ( ) ( )0 0lim lim 0t tu t u tρ ρ
+ +→ →= =  ； 

(d) 如果 ( ]0,1 , 1, 2, ,i i nρ ∈ =  ，满足
=1

n

i
i

ρ ρ= ∑ ，并且对于任一 1, , 1k m= − ，存在 ki n< 满足

=1

ki

j
j

kρ =∑ ，则下面的复合法则成立： 

( ) ( )2 1nu t u tρ ρ ρρ =     . 

证明：(a) 令 ( )S v tρ ρ=   ，将(2.1)，(2.2)代入 S 中得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )1 1

0 0

1 1 d d
mt tmS v t t s t s v s s s

m
ρ ρρ ρ

ρ ρ
− − − = = ⋅ − −  Γ − Γ ∫ ∫   

设 ( ) ( ) ( )1

0
d

t
G t t s v s sρ−= −∫ ，在上式中我们首先计算 ( ) ( )mG t 。由 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

1
1

0
=1

1

0 0 0 00
=1

1

0
=1

d

d

d

m t mm

i
m t m

i
m t m

i

G t i t s v s s

i s v t s s s t s

i s v t s s

ρ

ρ

ρ

ρ

ρ

ρ

−
−−

−
−

−
−

= − −

= − − = −

= − −

∏ ∫

∏ ∫

∏ ∫

 

因此 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1
1

0
=1

1

0 0 0 00
=1

1

0
=1

d d
d

d

d

m tm m m

i
m t m

i
m t m

i

G t G t i s v t s s
t

i t s v s s s t s

i t s v s s

ρ

ρ

ρ

ρ

ρ

ρ

−
− −

−
−

−
−

′= = − −

′= − − = −

′= − −

∏ ∫

∏ ∫

∏ ∫

 

所以 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

( ) ( ) ( )

1
1

0 0
=1

1

1=1
0 0

1

1 11 1=1
0 0 0 00 0

1

1 1=1
0 00

1 1 d d

d d

1 d d

1 d

m t sm m

i

m

t t h m mi

m

t mm m mi

m

m mi

S i t s s h v h h s
m

i
t s h s v h s h

m

i
t h s t h s v h t h s h s t h s

m

i
s s

m

ρ ρ

ρ ρ

ρρ ρ ρ

ρ ρ

ρ
ρ ρ

ρ

ρ ρ

ρ

ρ ρ

ρ

ρ ρ

−
− − −

−

− − − −

−

− −− − − −−

−

− − −

′= ⋅ − − −
Γ − Γ

−
′= − −

Γ − Γ

−
′= − − − − = −

Γ − Γ

−
= −
Γ − Γ

∏ ∫ ∫

∏
∫ ∫

∏
∫ ∫

∏
∫ ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

0 0

1

1 1=1
0 0 00

d

1 d 0 0

t

m

m mi

s v h h

i
s s s v t v v t v

m
ρ ρ

ρ

ρ ρ

−

− − −

′⋅

 − 
 = − ⋅ − = −
Γ − Γ 
  

∫

∏
∫

 

不妨设 ( )0 0v = 。则 ( )S v t= ，即 ( ) ( )v t v tρ ρ =  ，结论得证。(b)，(c)，(d)可类似证明，过程略。 
分数阶微分的降阶可以通过以下定理实现，这也是下文将微分方程转化为积分方程时的主要技巧。 
定理 2.3. 设函数 [ ]0,1 , 1mu C m mβ ρ∈ − < < < 。那么对于所有的 1, , 1k m∈ − 及任意 [ ]0,1t∈ 成立 

( ) ( ) ( )m km ku t u tρ ρ−− + =  ，                            (2.5) 

( ) ( )u t u tρ β β ρ− =   .                               (2.6) 

3. 解的存在性 

这里我们主要为了在 [ ]0,1mC 中找到初值问题(2.3)和(2.4)的解。 
设 f 满足下面的条件： 
(H1) [ ]: 0,1f R R× → 是连续可微函数； 
(H2) 存在非负函数 [ ]1 2, 0,1a a C∈ ，使得 

( ) ( ) ( ) [ ]1 2, , 0,1 ;f t z a t a t z t≤ + ∈  

(H3) ( )0,0 0f = ，存在 ( ]0,1 的一个紧子区间，使得 ( ), 0 0f t ≠ 。 
以下引理表明初值问题(2.3)和(2.4)解的存在性与 Volterra 型积分方程(3.2)解的存在性是等价的。 
引理 3.1. 1m mρ− < < ， f 满足(H1)和(H3)。函数 [ ]0,1mu C∈ 是初值问题(2.3)和(2.4)的解的充要条

件是 

( ) ( )
( ) ( ) [ ]

22

0
=0

d , 0,1
! 2 !

mkm t
k

k

t stu t v s s t
k m
η

−− −
= + ∈

−∑ ∫                        (3.1) 

这里 [ ]0,1v C∈ 是下面这个积分方程的解 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

22

1 0 0
=0

1 , d d
1 ! 2 !

mkmt sm
m k

k

stv t t s f s g s v s
m k m

ρ τ
η η τ τ

ρ

−−
−

−

  −
  = + − ⋅ +

  Γ − + −  
∑∫ ∫       (3.2) 

证明：(必要性)首先利用(2.5)式来对微分方程进行降阶。 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )11 ,mm u t u t f t g t u tρ ρ−− + = =   
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作代换 ( ) ( ) ( )1mv t u t−= ，在等式两边同时作用算子 1mρ− + 。由定理 2.2(b)可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

22

0 0
=0

10 , d d
1 ! 2 !

mkmt sm
k

k

ssv t v t s f s g s v s
m k m

ρ τ
η τ τ

ρ

−−
−

  −
  = + − ⋅ +

  Γ − + −  
∑∫ ∫  

由于 ( ) ( ) ( )1
10 0m

mv u η−
−= = ，则上面的方程即为(3.2)。注意到 ( ) ( ) ( )1mv t u t−= ，再应用积分公式即可得

到(3.1)式。 
(充分性)设 [ ]0,1v C∈ 是(3.2)的一个解。因为 [ ]0,1v C∈ ，函数 

( ) ( )
( ) ( )

22

0
=0

d
! 2 !

mkm s
k

k

sss g s v
k m

τ
η τ τ

−− −
 ⋅ +
 − 
∑ ∫  

在 ( ]0,1 上连续，因此 

( ) ( )
( ) ( )

22

0
=0

, d
! 2 !

mkm s
k

k

sss f s g s v
k m

τ
η τ τ

−−  −
  ⋅ +

  −  
∑ ∫  

也在 ( ]0,1 上连续。故 ( ) ( ) [ ]1 0,1mv u C= ∈ ，因此 [ ]0,1mu C∈ 。而对(3.1)两边同求 1m − 阶导，再考虑(3.2)
可得 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )( )

1

22

1 0 0
=0

1
1

1 , d d
1 ! 2 !

,

m

mkmt sm
m k

k

m
m

u t v t

sst s f s g s v s
m k m

f t g t u t

ρ

ρ

τ
η η τ τ

ρ

η

−

−−
−

−

− +
−

=

  −
  = + − ⋅ +

  Γ − + −  
= +

∑∫ ∫



 

注意到 ( )1 0,1mρ − + ∈ ，上边两式同时作用算子 1mρ− + ，由定理(2.2)和(2.3)可得 

( ) ( ) ( )
( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ]

11

1 1 1
1 ,

, , 0,1 .

mm

m m m
m

u t u t

f t g t u t

f t g t u t t

ρ ρ

ρ ρ ρη

−− +

− + − + − +
−

=

= +

= ∈

 

    

因此我们证得了 u 是 (2.3) 的解。又因为 (3.2) 式中的第二项在 0t +→ 时趋于 0 ，因此
( ) ( ) ( )1

10 0m
mu v η−
−= = 。故 ( ) ( )0 , 0, , 1k

ku k mη= = − 。 
综上所述， [ ]0,1mu C∈ 满足(2.3)和(2.4)，充分性得证。 
定理 3.1. 设(H1)，(H2)，(H3)成立，如果下面两式成立： 

[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1
200,1

1sup d 1
1 ! 1

t m m

t
A t s a s g s s s

m m
ρ

ρ
− −

∈

 
= − < − Γ − + 

∫ ， 

[ ] ( ) ( ) ( )

( ) [ ]
( ) ( ) ( )

1 100,1

2

200,1 =0

10 sup d
1

1 sup d
1 !

t m
m

t

kmt m
k

t k

B t s a s s
m

st s a s g s s
m k

ρ

ρ

η
ρ

η
ρ

−
−

∈

−
−

∈

 
< = + −  Γ − + 

 
+ − ⋅ < ∞ Γ − +  

∫

∑∫
 

那么积分方程(3.2)在 [ ]0,1C 中有解。 
证明：在带有上确界范数 0⋅ 的赋范线性空间 [ ]( )00,1 ,C ⋅ 中，我们定义映射T 为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) [ ]

22

1 0 0
=0

1 , d d , 0,1 .
1 ! 2 !

mkmt sm
m k

k

ssTv t t s f s g s v s t
m k m

ρ τ
η η τ τ

ρ

−−
−

−

  −
  = + − ⋅ + ∈

  Γ − + −  
∑∫ ∫  
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容易验证T 有定义并且 [ ] [ ]: 0,1 0,1T C C→ 。 

定义 [ ]{ }00,1 :v C v R= ∈ ≤C ，其中
1

BR
A

=
−

。则C 是 [ ]0,1C 中有界闭凸集。 

对于 v∈C，我们有 

[ ] ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

[ ] ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

[ ]

22

10 0 00,1 =0

22

1 0 00,1 =0

1
0,1

1sup , d d
1 ! 2 !

1sup , d d
1 ! 2 !

1sup

mkmt sm
m k

t k

mkmt sm
m k

t k

m
t

ssTv t s f s g s v s
m k m

sst s f s g s v s
m k m

m

ρ

ρ

τ
η η τ τ

ρ

τ
η η τ τ

ρ

η
ρ

−−
−

−
∈

−−
−

−
∈

−
∈

  −
  = + − ⋅ +

  Γ − + −  

   −   ≤ + − ⋅ +
   Γ − + −   

≤ +
Γ −

∑∫ ∫

∑∫ ∫

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

[ ] ( ) ( ) ( )

( ) [ ]
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

22

1 20 0
=0

1 100,1

22

20 00,1 =0

0

d d
1 ! 2 !

1sup d
1

1 sup d d
1 ! 2 !

sup

mkmt sm
k

k

t m
m

t

mkmt sm
k

t k

t

sst s a s a s g s v s
k m

t s a s s
m

sst s a s g s v s
m k m

ρ

ρ

ρ

τ
η τ τ

η
ρ

τ
η τ τ

ρ

−−
−

−
−

∈

−−
−

∈

∈

   −   − + ⋅ +
  +  −    

 
≤ + −  Γ − + 

 −
 + − ⋅ +
 Γ − + − 

≤

∑∫ ∫

∫

∑∫ ∫

[ ] ( ) ( ) ( )

( ) [ ]
( ) ( ) ( )

[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 10,1

2

200,1 =0

1
2 000,1

0

1 d
1

1 sup d
1 !

1sup d
1 ! 1

t m
m

kmt m
k

t k

t m m

t

t s a s s
m

st s a s g s s
m k

t s a s g s s s v
m m

B A v B AR R

ρ

ρ

ρ

η
ρ

η
ρ

ρ

−
−

−
−

∈

− −

∈

 
+ −  Γ − + 

 
+ − ⋅ Γ − +  

 
+ − ⋅ − Γ − + 

= + + =≤

∫

∑∫

∫

 

因此Tv∈C，即 :T →C C。另外容易验证映射T 是连续的紧映射。 
根据定理 2.1，T 在C 中有一个不动点，此即积分方程(3.2)的解，证毕。 
注：定理 3.1 中，要求 f 满足不等式 ( ) ( ) ( ) [ ]1 2, , 0,1f t z a t a t z t≤ + ∈ ，即要求 ( ),f t z 关于 z 的增长

不高于线性，这样满足解的存在性的方程就被限制在了一个很小的范围内。通过以下的定理我们将会看

到，当 ( ),f t z 关于 z 满足任意的多项式估计时，解的存在性仍然成立。 
(H4) 存在非负函数 [ ]1 2, 0,1 ,a a C p N∈ ∈ ，使得 

( ) ( ) ( ) [ ]1 2, , 0,1 ;pf t z a t a t z t≤ + ∈  

定理 3.2. 设(H1)，(H3)，(H4)成立，定义 

( ) ( ) [ ]
( ) ( ) ( ) ( )

1
1

200,1

2 sup d
1 1 !

p t pm p m
p

t
A t s s a s g s s

m m
ρ

ρ

−
− −

∈
= −
Γ − + ⋅ −  

∫  

[ ] ( ) ( ) ( )

( ) [ ]
( ) ( ) ( )

1 100,1

1 2

200,1 =0

1sup d
1

2 sup d
1 !

t m
m

t

pp kmt m
k

t k

B t s a s s
m

st s a s g s s
m k

ρ

ρ

η
ρ

η
ρ

−
−

∈

− −
−

∈

 
= + −  Γ − + 

 
+ − ⋅ Γ − +  

∫

∑∫
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如果成立 0B > ，并且
( ) 1

1 1 p
p

p

p
AB

p

−
− −
< ，那么积分方程(3.2)在 [ ]0,1C 中有解。 

证明：在带有上确界范数 0⋅‖‖的赋范线性空间 [ ]( )00,1 ,C ⋅ 中，我们定义映射T 为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) [ ]

22

1 0 0
=0

1 , d d , 0,1 .
1 ! 2 !

mkmt sm
m k

k

ssTv t t s f s g s v s t
m k m

ρ τ
η η τ τ

ρ

−−
−

−

  −
  = + − ⋅ + ∈

  Γ − + −  
∑∫ ∫  

容易验证T 有定义并且 [ ] [ ]: 0,1 0,1T C C→ 。 

定义 [ ]{ }00,1 :v C v R= ∈ ≤C ，这里 R 待定。对于 v∈C有 

[ ] ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

[ ] ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

[ ]

22

10 0 00,1 =0

22

1 0 00,1 =0

1
0,1

1sup , d d
1 ! 2 !

1sup , d d
1 ! 2 !

1sup

mkmt sm
m k

t k
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类似定理 3.1 的证明，需要求得合适的 R ，使得 pB AR R+ = 成立。 
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考查函数 ( ) pl x Ax x B= − + ，令 ( ) 1 1 0pl x Apx −′ = − = ，则 1
0

1
px x

Ap
−= = ，由于 0x x< 时 ( ) 0l x′ < ； 0x x>

时 ( ) 0l x′ > ，因此在 1
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，

方程 ( ) 0l x = 就有正根，也即
( ) 1

1 1 p
P

p

p
AB

p

−
− −
< 时存在 0R > ，使得 pB AR R+ = 。因此
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p
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p
AB

p

−
− −
< 时，

Tv∈C，即 :T →C C。 
另外容易验证映射T 是连续的紧映射。根据定理 2.1，T 在C 中有一个不动点，此即积分方程(3.2)

的解，证毕。 
注：定理 3.2 成功地把定理 3.1 的结论推广到了 ( ),f t z 关于 z 满足任意多次的多项式估计的情形。但

是定理 3.2 中对于 1a ， 2a 的限制比定理 3.1 严格，并且随着多项式次数 p 的提高，这个限制条件就越严

格。因此在实际应用中，要根据具体情况选择这两个定理。 

4. 解的唯一性 

首先提出假设 
(H5) 对于任意的 0R > ，存在非负函数 γ ，使得 
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定理 4.1. 如果(H1)，(H3)，(H5)成立，并且有 
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那么积分方程(3.2)有唯一解。 
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容易验证T 有定义并且 [ ] [ ]: 0,1 0,1T C C→ 。 
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因此T 是C 到C 上的映射。 
设 1 2,v v ∈C ，那么 
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由于 1ζ < ，因此T 是一个压缩映射。根据压缩映像原理，T 有唯一的不动点，此即积分方程(3.2)
的解。 

注：定理 4.1 在证明唯一性的时候用到了压缩映像原理，事实上同时能够得到解的存在性，因此原

方程在满足条件(H5)时，解的存在性仍然成立。 
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