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Abstract 
For a kind of generalized second-order cone linear complementary problem, using the ideas of 
lower order penalty function algorithm, it is converted to lower order penalty equations. We 
prove that the solution sequence of the lower order penalty equations converges to the solution of 
the generalized second-order cone complementarity problems at an exponential rate under par-
ticular conditions. 
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摘  要 

给出一类广义二阶锥线性互补问题的低阶罚函数算法。通过此算法，广义二阶锥线性互补问题被转化为

低阶罚函数方程组。并且证明了低阶罚函数方程组的解序列在特定条件下以指数速度收敛于广义二阶锥

线性互补问题的解。 
 
关键词 
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1. 引言 

本二阶锥线性互补问题是线性互补问题的一个扩展，它在很多领域都具有广泛应用，比如工业设计、

控制、金融与管理科学中[1]-[3]。在近十多年来，二阶锥线性互补问题得到了广泛关注，人们提出很多数

值方法用于求解这类问题，例如，内点算法[1] [2] [4]、光滑牛顿算法[1] [5]、半光滑牛顿算法[6] [7]、矩

阵分裂算法[8]、价值函数算法[9] [10]幂函数算法[11] [12]等。其中有些算法需要[13]浮点运算次数，这在

问题维数 n 变得很大时可能不是有效的。与此同时，许多实际问题中的互补问题都需要有效的、精确的

数值算法。 
低阶罚函数算法是求解约束优化问题的重要方法[13] [14]。在文献[15]中，S. Wang 和 X. Yang 提出

幂罚函数算法用于求解线性互补问题。幂罚函数算法实际上是一种低阶罚函数算法。算法的核心是将线

性互补问题转化为幂罚方程组序列。考虑到文献[15] [16]中指数收敛速度的良好性能，本文的目的是提出

一类广义二阶锥线性互补问题的低阶罚函数算法。 
考虑如下广义二阶锥线性互补问题：求向量 nx R∈ ，使得 

( ) ( )T, , 0,Ax b K Bx d K Ax b Bx d− ∈ − ∈ − − =                       (1.1) 

其中 nR 是 n 维欧式空间， n nA R ×∈ 是 n n× 阶实矩阵， n nB R ×∈ 是 n n× 阶可逆实矩阵， , nb d R∈ 是 n 维实

向量。 
由于 B 可逆，故存在 0 nx R∈ ，使得 0Bx d= ，则 

( )
( ) ( ) ( )

0 0

0 0 0 0

Bx d Bx Bx B x x

Ax b A x x b Ax A x x b Ax

− = − = −

− = − − + = − − −
                   (1.2) 

若记 ( )0 0
1 ,b b Ax y x x= − = − ，因而(1.1)可以等价转化为： 

( )

1

T

,
,

0.

Ay b K
By K

Ay b By

− ∈
∈

− =

                                  (1.3) 

因此不失一般性，本文只考虑下列形式的广义二阶锥线性互补问题：求向量 nx R∈ ，使得 

( )T

,
,

0.

Ax b K
Bx K

Ax b Bx

− ∈
∈

− =

                                  (1.4) 
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其中 nR 是 n 维欧式空间， n nA R ×∈ 是 n n× 阶实矩阵， n nB R ×∈ 是 n n× 阶可逆实矩阵， nb R∈ 是 n 维实向

量。且 K 是二阶锥的笛卡尔乘积。即 
1 2 ,mnn nK K K K= × × ⋅ ⋅ ⋅×                                (1.5) 

其中 1 1, , 1,m mm n n n n n⋅ ⋅ ⋅ ≥ + ⋅ ⋅ ⋅ + = ，且 i in nK R⊂ 看作 in 维的二阶锥，也即 

( ){ }1
1 2 1 2, | ,i in nK x x R R x x−= ∈ × ≥                           (1.6) 

其中 ⋅ 表示欧几里得范数，为了方便用 ( )1 2,x x 来定义 ( )TT
1 2,x x 。显然 nK R⊂ 是一个闭、凸的自对偶锥。

如果某个 1in = ，则 1K 定义为非负实数集 R+ 。如果 1 1mn n= ⋅ ⋅ ⋅ = = ，则 nK 退化为 nR+ 。 

本文将广义二阶锥线性互补问题(1.4)转化为带幂参数 0 1r< ≤ 和罚参数 1η ≥ 的渐近非线性方程组

(低阶罚方程组)。借助互补问题与变分不等式之间的关系，证明了广义二阶锥线性互补问题(1.4)和低阶罚

方程组都是唯一可解的。并由此证明了，在矩阵 TB A 正定的条件下，当罚参数η → +∞时，低阶罚方程

组的解序列以指数速度 ( )( )1 rO η−
收敛于广义二阶锥线性互补问题的解。 

本文第二节给出广义二阶锥线性互补问题(1.4)的对应低阶罚方程及解得存在唯一性，第四节进行了

总结。 

2. 预备知识 

在本节中给出单个二阶锥 nK 的一些基础知识。对任意的 ( ) ( ) 1
1 2 1 2, , , nx x x y y y R R −= = ∈ × ，它们的

Jordan product [1]定义如下： 

( )T
1 2 1 2, .x y x y y x x y= +                                (2.1) 

此处用 2x 表示 x x ，且 x y+ 表示向量的加法。这样 、+ 以及 ( ) 11,0 ne R R −= ∈ × 构成了 nK 的 Jordan
代数。容易看出 Jordan product 满足交换律。一般地，约当积不满足结合律，即 ( ) ( )x y z x y z≠    。这

是研究和分析二阶锥优化算法的主要困难来源之一，但是，在内积意义下，结合律成立，即 
, ,x y z x y z=  。因此对任意的正整数 p 以及所有的正整数 m和 n ，有 m n m nx x x+ =  。关于与二阶锥

相关的欧几里得约当代数，比如迹、行列式、可逆向量、平方根、绝对值向量，更详细的内容可参见文

献[1] [17]-[19]。 
与矩阵的谱分解类似，在 nR 中与 nK 相关的向量也可以进行谱分解[17] [19]，对于 

( ) 1
1 2, nx x x R R −= ∈ × ，可以分解成 

( ) ( )1 2
1 2 ,x v vλ λ= +                                   (2.2) 

( ) ( )
( )

( )( )

2
2

2
1 2

2

1 1, 1 , if 0
21 , 1, 2,
1 1, 1 , if 0
2

i

i i
i

i

x x
xx x v i

x

λ

ω

  
− ≠     = + − = =


− =

                 (2.3) 

1, 2i = ， 1nRω −∈ 满足 1ω = 。这里 1 2,λ λ 和 ( ) ( )1 2,v v 分别表示 x 的特征值和相应的特征向量。如果

2 0x = ，分解式(2.2)-(2.3)是唯一的。显然 ( ) ( )1 2e v v= + 且 1 2λ λ≤ 。 
下面我们给出谱分解的一些基本性质。 
性质 2.1  [4] [15]对任意的 ( ) 1

1 2, nx x R R −∈ × ， 1λ 、 2λ 和 ( )1v 、 ( )2v 是按(2.2)和(2.3)式给定的特征值和

相应的特征向量，则： 
1) ( ) ( )1 2 0,v v =  
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2) ( ) ( )1 2 1 2 ,v v= =  

3) ( ) ( ) ( ) , 1, 2,i i iv v v i= =  
4) 1λ 是非负的(正的)当且仅当 ( )intn nx K x K∈ ∈ 。 

5) ( ) ( ) 22 2 2
1 2 1 1 2 1 2 1 22 , det , 2 .tr x x x x x xλ λ λ λ λ λ= + = = = − = +  

根据二阶锥的的性质，对任意的 , nx y R∈ 且 ,n nx K y K∈ ∈ ，有 , 0x y = 当且仅当 0x y =  [1] [4]。
因此互补条件可以由 Jordan produc 的等价性来描述。根据(2.2)和(2.3)式的谱分解，一个标量值函数

ˆ :f R R→ 可以被扩展为与 ( )1nK n ≥ 相关的一个 SOC 向量值函数[4] [17]，定义 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1
1 2 1 2

ˆ ˆ , , ,nf x f v f v x x x R Rλ λ −= + ∀ = ∈ ×                    (2.4) 

其中 1 2,λ λ 是特征值， ( ) ( )1 2,v v 是对应的特征向量(看(2.3))。 
对任意的 nx R∈ ， x 的投影定义为在 nK 上离 x 最近的点，记作 [ ]x

+
，也即 [ ] nx K

+
∈ 且 

[ ] { }min | .nx x x y y K
+

− = − ∈                            (2.5) 

显然，当 nt R∈ 时，投影(2.5)退化为 [ ] { }max 0,t t
+
= 。下面的引理指出当 1n = 时， x 和 [ ]x

+
有(2.4)

式的形式[4]。 
引理 2.1 [4]对任意的 ( ) 1

1 2, nx x R R −∈ × ， 1λ 、 2λ 和 ( )1v 、 ( )2v 是按(2.2)和(2.3)式给定的特征值和相应的

特征向量，则： 

1) ( ) ( ) ( )1 2 1 22
1 2 .x x v vλ λ= = +  

2) [ ] ( ) [ ] ( ) [ ] ( )1 2
1 22 ,x x x v vλ λ

+ + +
= + = + 对任意的标量 [ ] { }, max 0,Rα α α

+
∈ = 。 

类似于在 nK 上的投影的概念，定义 

[ ] [ ] ( ) [ ] ( )1 2
1 2 .x v vλ λ

− − −
= +                               (2.6) 

显然 [ ]x
−
就是 x 在 nK− 上投影的相反向量，且有 [ ] [ ] [ ] [ ], , nx x x x x K

+ − + −
= − ∈ 和 [ ] [ ] 0x x

+ −
= 。 

3. 低阶罚方法及收敛性分析 

在本节中，针对广义二阶锥线性互补问题(1.4)提出一种低阶罚方法，以及收敛性分析的证明。不失

一般性，假设向量由一个二阶锥块组成，即 nK K= ，因为收敛性分析很容易推广到一般的情况(1.5)。 
下面我们考虑低阶罚方程，求 nx Rη ∈ ，使得 

,
r

Ax Bx bη ηη
+

 − − =                                  (3.1) 

其中 0 1r< ≤ 是幂参数， 1η ≥ 是罚参数。当 Bxη− 的谱分解为 ( ) ( )1 2
1 2Bx v vη γ γ− = + 时，定义 

[ ] ( ) [ ] ( )1 2
1 2 .

r r rBx v vη γ γ
+ ++

 − = +                              (3.2) 

当 0KBxη ≥ 不成立时，方程(3.1)中的罚项
r

Bxηη
+

 −  是惩罚 Bxη 的负项。显然从方程(3.1)可以看出

0KAx bη − ≥ 是成立的，因为
r

Bx Kηη
+

 − ∈  。我们希望当η →∞时，低阶罚方程(3.1)的解序列收敛于广 

义二阶锥线性互补方程(1.4)的解。为了证明低阶罚方程解的存在性、唯一性以及解的有界性，对矩阵 TB A
做如下假设： 

假设 3.1 矩阵 TB A 是正定的，但不一定是对称的，也即存在一个常数 0ω > ，使得 
2T T , .ny B Ay y y Rω≥ ∀ ∈                               (3.3) 
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记变分不等式问题为：即求 nx R∈ ，使得 

( ) ( )T0, 0, 0.K KBx By Bx A x b By≥ − − ≥ ∀ ≥                        (3.4) 

则有如下定理： 
定理 3.1 变分不等式(3.4)与广义二阶锥线性互补问题(1.4)等价。 
证明：若 nx R∈ 是(1.4)的解，则 ,Bx K Ax b K∈ − ∈ ，且 ( )T 0Ax b Bx− = 。对 By K∈ 有： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )T T T T 0By Bx Ax b By Ax b Bx Ax b By Ax b− − = − − − = − ≥            (3.5) 

因此 x 也是变分不等式(3.4)的解。 
反之，如果 nx R∈ 是(3.4)的解，则 ,Bx K By K∈ ∀ ∈ 有(3.4)成立。下面证明 Ax b K− ∈ 。如果不然，

则必存在某个指标 i ，使得 ( ) 0i KiAx b− ≤ 。取向量 y 为下面方程组的解： 

( ) ( )
( ) ( )

, 1, 2, , ,

, 0,
j j

i i

By Bx j i j i

By Bx e j iε ε

 = = ⋅ ⋅ ⋅ ≠


= + > =
                           (3.6) 

对 By K∀ ∈ 。但此时 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( )( )

TT

T 0

ii i i

ii

By Bx Ax b By Bx Ax b

e Ax bε

− − = − −

= − ≤
                    (3.7) 

这与(3.4)矛盾，故必有 Ax b K− ∈ 。 
最后证明 ( )T 0Ax b Bx− = 。仍用反证法。若不然，由 ,Bx K By K∈ ∀ ∈ ，有 ( ) ( )T 0By Bx Ax b− − ≥ 。

又由 Ax b K− ∈ 可知，必有 ( )T 0Ax b Bx− ≥ ，从而必存在某个指标 i ，使得： 

( )( ) ( )
T

0,ii iAx b Bx− >  

取向量 y 为下面方程组的解： 

( ) ( )
( ) ( )

, 1, 2, , ,

, 0,
j j

i i

By Bx j n j i

By Bx e j iε ε

 = = ⋅ ⋅ ⋅ ≠


= − > ≠
                           (3.8) 

对 By K∀ ∈ 。但此时 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( )( )

TT

T 0

ii i i

ii

By Bx Ax b By Bx Ax b

e Ax bε

− − = − −

= − − <
                    (3.9) 

这与(3.4)矛盾，故必有 ( )T 0Ax b Bx− = 。证得广义二阶锥线性互补问题与变分不等式问题的等价性。 
那么又由文献[3]中的定理 2.3.3 可知，变分不等式问题有唯一解，从而广义二阶锥线性互补问题有唯

一解。 
定理 3.2 假设 TB A 正定，则低阶罚方程组(3.1)有唯一解 xη 。 

证明：令 ( ) r
F x Ax Bx bη ηη

+
 = − − =  ，由于： 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

T

T TT

2T T

r r

By Bx F y F x

y x B A y x By Bx Bx By

y x B A y x y x

η ηη

β

+ +

− −

   = − − + − − − −   

≥ − − ≥ −
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证明中用到了 TB A 正定和 ( )TBy Bx− 的分量与 ( )r r
Bx Byη η+ +

   − − −    $的分量同号的事实。 

若令 ( ) ( )TG x B F x= ，由上面的分析可知 

( ) ( ) ( )( ) 2Ty x G y G x y xβ− − ≥ −  

因此 ( ) ( )TG x B F x= 强单调，故方程组 ( )G x 有唯一解(有关强单调的概念参照文献[3])，也即 ( )TB F x
有唯一解。由于 B 可逆，故方程组 ( )F x 有唯一解，也即低阶罚方程组(3.1)有唯一解。 

命题 3.1 对任意的 1,0 1rη ≥ < ≤ ，低阶罚方程(3.1)的解是有界的，即存在一个正常数W ，独立于

,xη η 和 r ，使得 x Wη ≤ 。 
证明：在低阶罚方程(3.1)的两边同乘以 Bxη− ，得 

( ) ( ) ( )T TT .
r

Bx Ax Bx x Bx bη η η ηη
+

 − − − − = −                        (3.10) 

注意到 Bx Bx Bxη η η+ −
   − = − − −    ，我们有 

( )T TT 0.
r r r

Bx Bx Bx Bx Bx Bx Bxη η η η η η η+ + − + + +
           − − = − − − − = − − ≥                      (3.11) 

因此，由式子(3.10)和(3.11)可以得到 ( ) ( )T T
Bx Ax Bx bη η η≤ 。结合最后一个不等式，(3.3)和 Cauchy- 

Schwarz 不等式，存在一个常数 0ω > ，使得 
2 T T T T T ,x x B Ax x B b x B bη η η η ηω ≤ ≤ ≤                         (3.12) 

也即 Tx B bη ω≤ 。令 TW B b ω= ，得证。 

下面的性质在收敛性分析中是非常重要的，给出了 Bxη +
 −  的一个上界。 

命题 3.2 对任意的 1,0 1rη ≥ < ≤ ，存在一个正常数C ，独立于 xη 和η，使得 

1 .r
CBxη η+

 − ≤                                   (3.13) 

证明：令 ( ) 1
1 2, nBx x x R Rη

−− = ∈ × 。从(2.2)-(2.3)式可以看到 Bxη− 可以分解为 ( ) ( )1 2
1 2Bx v vη γ γ− = + ，这

1 2,γ γ 是谱值， ( ) ( )1 2,v v 表示相关的谱向量且有 ( ) ( ) ( ) 2
1 2

2

111 , , , 1, 2
2

j
j j

j
x

x x v j
x

γ
 −
 = + − = =
 
 

。根据引理 2.1，

可以得到 

[ ] ( ) [ ] ( )1 2
1 2 .Bx v vη γ γ

+ ++
 − = +                             (3.14) 

在(3.1)式的两边同乘以 Bxη +
 −  ，我们可以得到 

T T T
.

r
Bx Ax Bx x Bx bη η η η ηη

+ + + +
       − − − − = −                             (3.15) 

由(3.1)式和赫尔德不等式，得到 

( )T T
. ,

r

qp
Bx Bx Bx Ax b Bx Ax bη η η η η ηη

+ + + +
       − − = − − ≤ − −                     (3.16) 

其中 1 , 1 1p r q r= + = + ，满足1 1 1p q+ = 。根据(3.2)，(3.14)和性质 2.1，可以得到 

[ ] ( ) [ ] ( )( ) [ ] ( ) [ ] ( )( )
[ ] [ ]( ) [ ] [ ]( )

TT 1 2 1 2
1 2 1 2

1 1
1 2 1 22 2.

r r r

r r p q

Bx Bx u u u uη ηη η γ γ γ γ

η γ γ η γ γ

+ + + ++ +

+ +

+ + + +

   − − = + +   

= + = +
            (3.17) 
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由(3.16)和(3.17)可以得到 

[ ] [ ]( )1 2 2 . .p q

qp
Bx Ax bη ηη γ γ

+ + +
 + ≤ − −                        (3.18) 

在 nR 上由范数的等价性可知，存在一个只依赖于 n 的正常数 1C ，使得 

1 .
p

Bx C Bxη η+ +
   − ≤ −                                 (3.19) 

根据性质 2.1，(3.14)，(3.19)和三角形不等式，可以得到 

[ ] ( ) [ ] ( )

[ ] ( ) [ ] ( ) [ ] [ ]( )( )

1 2
1 1 1 2

1 2
1 1 2 1 1 2 2 .

p p pp p

p

p pp p

Bx C Bx C v v

C v v C

η ηη η η γ γ

η γ γ η γ γ

+ ++ +

+ + + +

   − ≤ − = +   

 ≤ + = + 

         (3.20) 

令 [ ] [ ]( )T

1 2: ,ω γ γ
+ +

= ，则对一些正常数 2C 有 21 pCω ω≤ 。因此 

[ ] [ ]( ) [ ] [ ] [ ] [ ]( )11 2 1 2 2 1 22 .
pp pCγ γ γ γ γ γ

+ + + + + +
+ ≤ + ≤ +                  (3.21) 

在(3.21)式的两边同时取 p次幂得到 

[ ] [ ]( )( ) [ ] [ ]( )1 2 2 1 22 .
p p ppCγ γ γ γ

+ + + +
+ ≤ +                        (3.22) 

由(3.18)，(3.20)，(3.22)可以得到 

[ ] [ ]( )( )
[ ] [ ]( )

1 1 2

1 2 1 2

1 2

2

2 . ,

p pp

p

p pp p

p p
qp

Bx C

C C

C C Bx Ax b

η

η η

η η γ γ

η γ γ

+ ++

+ +

+

 − ≤ + 

≤ +

 ≤ ⋅ − − 

                     (3.23) 

也即 ( )1

1 22
p p p

p
Bx C C Ax bη η η

−

+
 − ≤ −  。最后一个不等式两边同时取1 r 次幂得到 

( )11 2

1

2
.

rp p

rp

C C Ax b
Bx

η
η η+

−
 − ≤                            (3.24) 

根据范数的等价性，存在一个正常数C′使得
p

Bx C Bxη η+ +
′   − ≤ −    。且从(3.13)得到 

q
Ax b C Ax b C Nη η′ ′− ≤ − ≤ 。所以，令 ( )11 22

rp pC C C C N′= ，故(3.13)成立，证毕。 

由命题(4.1) (4.2)可以得到解决广义二阶锥线性互补问题的低阶罚方法的收敛结果。在此省略其证明

过程，因为与文献[15]中定理(2.1)的证明类似。 
定理 3.3 对任意的 1,0 1rη ≥ < ≤ ，令 xη 是低阶罚方程组的解，且 *x 是广义二阶锥线性互补问题(1.4)

的解。则存在一个独立于 *,x xη 和η的正常数C ，使得 

*
1 .r
Cx xη η

− ≤                                   (3.25) 

从定理 4.1，可以看到当η →∞时，低阶罚方程(3.1)的解序列{ }xη 以指数速率收敛到广义二阶锥线性

互补问题的解。 
定理 3.3 的收敛性结果是在假设 3.1 下成立的，若假设 3.1 不成立，又有什么样的收敛性结果呢？下
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面的定理证明在假设 3.1 不成立的情形下，低阶罚函数方程组(3.1)解序列的任意极限点都是广义二阶锥线

性互补问题(1.4)的解，但在这种情形下不能确定收敛速度。 
定理 3.4 对任意 iη ，假设低阶罚函数方程组(3.1)有解

i
xη ，对任意幂参数 0 1r< ≤ ，令 iη 是一列满足 

1iη ≥ 的正数序列，且 lim ii
η

→∝
= + ∝，则序列

i
xη 的任意极限点都是广义二阶锥线性互补问题(1.4)的解。 

证明：对任意 1iη ≥ ，因为
i

xη 是低阶罚函数方程组(3.1)关于 iη 的解，则有 

0
i i

r

iAx b Bxη ηη
+

 − − − =                                (3.26) 

设 x 是序列
i

xη 的任意极限点，不妨设当 i →∝时
i

x xη → ，否则用
i

xη 的一个子序列收敛到 x 即可。

因而存在正整数 P ，使得 

, 1, 2, .
i

x P iη ≤ = ⋅ ⋅ ⋅                                 (3.27) 

注意到 

lim
ii

x xη→∝
=                                     (3.28) 

从(3.26)式得
i i

r

iAx b Bx Kη ηη
+

 − = − ∈  ，在此式中令 i →∝，由 K 的闭性知 

lim
ii

Ax b Ax b Kη→∝
− = − ∈                               (3.29) 

下面证明 
Bx K∈                                      (3.30) 

反设 Bx K∉ ，此时令 :
i

r
Bxηε

+
 = −  ，则 0ε > 。因此，由 (3.28)知当 i 充分大时，

i
Bx Kη ∉ 且

1 0
2i

r
Bxη ε

+
  ≥ >  。 

同时，由(3.26)得，当 i →∝时 
1
2i i

r

i iAx b Bxη ηη η ε
+

 − = − ≥ →∝   

与(3.27)式矛盾，故(3.30)式成立。 
下面来证明 

( )T 0Ax b Bx− =                                  (3.31) 

因为 Bx K∈ ，所以有以下三种情形： 
情形一：如果 Bx K∈ ，显然 ( )T 0Ax b Bx− = 。 

情形二：如果 intBx K∈ ，则 0
i

r
Bxη +

 − =  。在式
i i

r

iAx b Bxη ηη
+

 − = −  中令 i →∝，则 0
i

Ax bη − = 。

所以 ( )T 0Ax b Bx− = 。 

情形三：如果 { }\ 0Bx bdK∈ ，此时令 ( ) 1
1 2, nBx z z R R −= ∈ × ，则 1 2 0z z= > ，根据向量的特征值分

解(2.2)~(2.3)，Bx 可以分解为 ( ) ( )1 2
1 2Bx v vµ µ= + ，这里 1 2,µ µ 和 ( ) ( )1 2,v v 分别表示 Bx 的特征值和相应的特

征向量。因此 

( ) ( )

1 1 2 1 1 2

1 22 2

2 2

0, 0,

1 1, , , .
2 2 2 2

z z z z

z zv v
z z

µ µ= − = = + >

   −
= =      
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即 ( )2
2Bx vµ= 。假设

i
Bxη 的特征值分解为 ( ) ( ) ( ) ( )1 2

1 2i
Bx i v i vη µ µ= + 。因为对任意的 ( ) 1

1 2, ny y y R R −= ∈ × ，

当 2 0y > 时， ( ) ( ) 2
1,2 1 2 3,4

2

1, ,
2 2

yf y y y f y
y

 
= ± =   

 
都连续。所以由(3.28)得当 i →∝时， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2
1 1 2 20, 0, ,i i v i v v i vµ µ µ µ→ = → > → → 。特别地，当 i 充分大时有 ( )2 2

1 0
2

i mµ µ> > 。因

此，由(3.26)得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

1 2
1 2

1
1

i i

r r r
i i

r
i

Ax b Bx i v i i v i

i v i

η ηη η µ µ

η µ

+ ++

+

 − = − = − + −       

= −  

              (3.32) 

在(3.32)式两边令 i →∝，并记 ( )( )1lim 0
r

ii
m i cη µ

+→∝
− = ≥   。因此 

( ) ( )( ) ( )TT 1 2
2Ax b Bx c v vµ− =  

由以上 3 种情形，我们得到 ( )T 0Ax b Bx− = ，故(3.31)式成立。最后，由(3.29)，(3.30)和(3.31)可得 x
是广义二阶锥线性互补问题(1.4)的解。由极限点 x 的任意性，可知结论成立。 

4. 结论 

本文根据低阶罚方程组(3.1)，将低阶罚函数算法扩展到求解广义二阶锥线性互补问题(1.4)。在矩阵

时 TB A 满足正定的条件下，广义二阶锥线性互补问题(1.4)与低阶罚方程组(3.1)均有唯一解，且低阶罚方

程组(3.1)的解序列以指数速度收敛于广义二阶锥线性互补问题(1.4)的解。当矩阵 TB A 非正定时，低阶罚

函数方程组的解序列仍然收敛到广义二阶锥线性互补问题的解，但不能保证以指数速度收敛。 
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