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Abstract 
In this note, central (overabelian) super rpp semigroup is defined. These semigroups are genera-
lization of the related classes of completely regular semigroups in the range of super rpp semi- 
groups. Some characterizations of such semigroups are obtained. 
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摘  要 

本文定义了中心(扩交换)超rpp半群，这些半群是完全正则半群子类在超rpp半群中的推广。文中给出了

中心(扩交换)超rpp半群的若干特征。 
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1. 引言和准备 

半群 S 的核心 ( )C S 定义为它的所有幂等元生成的子半群。由于幂等元为半群结构的骨架，半群核心

自然能够提供半群许多结构信息，因此研究半群的核心就非常有意义。本文将研究超 rpp 半群的核心。 
令 ,a b S∈ 。定义 
a b∗ 当且仅当对于任意 1,x y S∈ ， ax ay bx by= ⇔ = 。 
下面已知结果将多次用到(可见[1])。 
引理 1.1 令 2,a e e S= ∈ ，则 a e∗ 当且仅当 a ae= ，且对于任意的 1,x y S∈ ， ax ay ex ey= ⇒ = 。 
半群 S 称为 rpp 半群，如果对于任意的 a S∈ ，作为 1S -系 1S a 是投射的。等价地，S 为 rpp 半群当且

仅当每一个 ∗ -类都含有幂等元。进一步，rpp 半群 S 称为强 rpp 半群(strongly rpp semigroup)，如果对于

任意的 a S∈ ，存在惟一的幂等元 0a 使得 0a a a= 且 0a a∗ 。强 rpp 半群 S 称为超 rpp 半群(super rpp se-
migroup)，如果等价关系 ( ){ }0 0, :a b S S a b= ∈ ×  是左同余。 

现令 S 为强 rpp 半群。如[2]，定义 ∗= ∩  。显然，S 的每个 -类都含幂等元，并且是左消幺半

群。众所周知，完全正则半群是超 rpp 半群，特别地，当 S 是完全正则半群时， = ，进而 = 。

事实上，超 rpp 半群是完全正则半群当且仅当它是正则的。 
令 I ，Λ为非空集合，且 M 为左消幺半群。令 ( )jP pλ= 为 IΛ× -矩阵，其元素均为 M 的单位。在

集合 I M× ×Λ上，定义运算 

( )( ) ( ), , , , , ,ji a j b i ap bλλ µ µ= 。 

关于上面的运算， I M× ×Λ构成强 rpp 半群，称为 M 上关于夹心矩阵(sandwich matrix) P 的 Rees
矩阵半群，并记为 ( ); , ;M I PΛ 。我们称同构于某左消幺半群上的 Rees 矩阵半群的强 rpp 半群为完全

( )  -单半群(关于完全 ( )  -单半群，参见[3] [4])。 
引理 1.2 ([2] [5]) 令 ( ); , ;S M I P= Λ 为左消幺半群 M 上关于夹心矩阵(sandwich matrix) P 的 Rees

矩阵半群。则 
(1) ( ), ,i a λ 为幂等元当且仅当 1

ia pλ
−= ； 

(2) ( )Re g S  ( S 的所有正则元组成的集合) ( ){ }, , :i a S a Mλ= ∈ 为 的单位 ，且构成 S 的子半群； 
(3) ( ) ( )0 1, , , ,ii a i pλλ λ−= ； 
(4) ( ) ( ), , , ,i a j bλ µ 当且仅当 ,i j λ µ= = 。 
文[2]中，Guo-Guo-Shum 指出：rpp 半群为超 rpp 半群当且仅当它为一些完全 ( )  -单半群的半格。 

2. 主要结论 

本文采用文献[6]中的概念和术语，为方便计，用叙述“令 ( );S Y Sα= 为超 rpp 半群”表示“ S 为超

rpp 半群，且 S 为完全 ( )  -单半群 ( )S Yα α ∈ 的半格”。 
引理 2.1 超 rpp 半群满足正则性条件(即，其正则元集构成子半群)，从而超 rpp 半群的正则元构成完

全正则子半群。 
证明 令 ( );S Y Sα= 为超 rpp 半群。为证： S 满足正则性条件，仅需证： S 的幂等元乘积为正则元。

为此，设 e， f 分别为 Sα 和 Sβ 的幂等元，则 ef Sαβ∈ ，进而 ( )0ef 为 Sαβ 中的幂等元。注意到，ef ef f= ⋅ ，
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我们有 ( ) ( )0 0ef ef f= ，以致于 ( )0f ef f≤ ，从而 ( )0f ef 为 Sαβ 的幂等元。另一方面，不难知道， 

( )0ef e Sαβ∈ ，于是 ( )( )00ef e 为 Sαβ 的幂等元。而 ( ) ( )0 0ef e ef e e= ⋅ ，现在 ( )( ) ( )( )0 00 0ef e ef e e= ，进而

( )( )00e ef e e≤ ，这样 ( )( )00e ef e 为 Sαβ 的幂等元。故 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
00 0 0 0 0ef ef e f ef ef e ef e f ef= ⋅ = ⋅ ⋅ ，再据 

引理 1.2 (2)， ef 为 Sαβ 的正则元。这样，证明了： S 的幂等元的乘积为正则元。 
注意到，完全 ( )  -单半群的正则元组成完全单半群。不难知道，超 rpp 半群的正则元都是完全的，

从而超 rpp 半群的正则元构成完全正则子半群。 
基于引理 2.1，再据([7], Proposition II. 6.2, p. 89)，下面命题显然。 
命题 2.2 令 ( );S Y Sα= 为超 rpp 半群，则 
(1) ( ) ( )Y

C S C Sαα∈
=


； 

(2) 对于任意的 ( )e E S∈  ( S 的幂等元集)， ( ) ( )( )C eSe C eC S e= 。 
文[7]中，Petrich-Reilly 研究了中心完全正则半群(central completely regular semigroup)。类似地，定义

中心超 rpp 半群。 
定义 2.3 超 rpp 半群 S 称为中心的(central)，如果任意两个幂等元的乘积都包含在其所在的 -类的中

心内。 
下面的命题给出了中心超 rpp 半群的一些性质，它推广了([7], Theorem II. 6.4, p. 90)。 
命题 2.4 令 ( );S Y Sα= 为超 rpp 半群，则以下各款等价： 
(1) S 是中心的； 
(2) 对于任意的 Yα ∈ ， Sα 是中心的； 
(3) 对于任意的 ( )e E S∈ ， ( ) eC S H∩ 包含在 eH 的中心内，此处 eH 为包含幂等元 e的 -类。 

(4) S 满足恒等式： ( )( ) ( ) ( )0 00 0 0 0 0 0 0 0a x a x a a x ax a= 。 

证明 据([1], Proposition6.9)的证明， S Sα
∗ ∗=  ，进而 Sα

=  。再据定义 2.3，不难知道，( ) ( ) ( )1 2 3⇔ ⇔

显然。 

( ) ( )3 4⇒ 令 a Sα∈ ， x Sβ∈ ，则 ax Sαβ∈ 。由于 ∗ 为右同余，有 

( ) ( )0 00 0 0 0 0 0 0 0 0a x a a x a a x a∗ ∗  。 

注意到，在正则元上恰为。再据引理 2.1，有 ( ) ( ) ( ) ( )( )0 1 10 0 0 0 0 0 0 0 0 0x a x a x a x a x a
− −

= = ，其中

( ) 10 0x a
−
是 0 0x a 在  - 类中的逆元。另外，据引理 1.2 ，含幂等元 ( )00 0 0a x a 的 S 的  - 类为

( ) ( )0 00 0 0 0 0 0a x a S a x aαβ 。从而 

( )( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( )

0 10 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 10 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 10 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 10 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 10 0 0 0 0 0 0 0 0

0 00 0 0 0 0 0

00 0 0 0

a x a x a a x a aa x a x a

a x a a x a a a x a a x a x a

a x a x a a x a a a x a a x a x a

a x a a x a a a x a a x a a x a x a

a x aa x a x a x a

a x ax a x a

a x ax a

−

−

−

−

−

=

= ⋅ ⋅

= ⋅

= ⋅ ⋅

=

=

=
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( ) ( )4 2⇒ 令 ( ),e f E Sα∈ ，且 efa H∈ ，则 ( )00a ef= 。据([7], LemmaII. 4.4, p. 75)，知 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 0 0 0 00 0ef ef fe ef a ef a− = = 。注意到，Sα 的所有正则元构成完全单半群。易知， ( )( )000a fe  

( ) ( ) ( )( )00 0 00 0 0 0a fe a fe a fe a    。从而 

( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 0 00 0 0 0

0 00 0 0 00 0 0 0 0

0 00 0 0 00 0 0 0 0

0 0 10 0 0

ef a a fe a a a fe a a

a fe a a fe a a fe a fe a

a fe a fe a a fe a a fe a

a a fe a a fe a a ef

−

−

= ⋅ = ⋅

= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅

= =

= = =

， 

进而 

( ) ( )
( ) ( )

0 10

1 0 0

ef a ef aa ef a ef ef a ef ef

ef ef a ef ef a ef a a ef a ef

−

−

⋅ = ⋅ = ⋅ = ⋅ ⋅

= ⋅ ⋅ = ⋅ = ⋅ = ⋅
， 

于是 Sα 为中心的。 
定义 2.5 超 rpp 半群 S 称为扩交换的(overabelian)，如果 S 的每一个 -类都是交换幺半群。 
据定义，易知，扩交换超 rpp 半群是中心的。不难看出，扩交换超 rpp 半群是扩交换完全正则半群的

推广。并且，扩交换超 rpp 半群为扩交换完全正则半群，当且仅当它是正则的。下面给出扩交换超 rpp
半群的一个特征。 

命题 2.6 令 ( );S Y Sα= 为超 rpp 半群，则 S 为扩交换的当且仅当 S 满足恒等式： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0 0 0ax a ax x ax ax x ax a ax= 。 

证明 设 S 为扩交换超 rpp 半群。令 a Sα∈ ， x Sβ∈ ，则 ax Sαβ∈ ，进而 ( )0ax Sαβ∈ ，再据引理 1.2，

( ) ( )0 0ax a ax ， ( ) ( )0 0ax x ax 在同一个 -类中，从而 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0ax a ax xa ax ax a ax ax x ax ax x ax ax a ax ax x ax a ax= = = 。 

反之，设 S 满足恒等式： ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0 0 0ax a ax x ax ax x ax a ax= 。对于任意两个属于同一 -类的

元素 ,a b ，显然有 ( )0 0 0ab a b= = ，进而 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0ab a aa b bb ab a ab ab b ab ab b ab ab a ab ba= = = = 。 

从而 S 为扩交换超 rpp 半群。 
如[1]，称半群 S 为富足半群(abundant semigroup)，如果 S 的每个 ∗ -类和每个 ∗ -类都含幂等元；称

S 为超富足半群(superabundant semigroup)，如果它的每个 -类都含有幂等元。显然超富足半群是富足半

群。关于超富足半群，读者可参见[1]。当 ( );S Y Sα= 为扩交换超 rpp 半群时，则每个 Sα 都是消去幺半群

上的 Rees 矩阵半群，再据([1], Theorem4.9,Corollary5.2)， Sα 为完全 ( )  -单半群(completely ( )  -simple 
semigroup)，从而 S 为完全 ( )  -单半群的半格。这样，下面的问题就很自然。 

问题 2.7 是否每个扩交换超 rpp 半群都是超富足半群？ 
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