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Abstract 
In this article, we prove the unboundedness of solutions for the Duffing equations with damping 
term ( ) ( )′′ ′x cx h x p t+ + =  and ( ) ( )′′ ′x cx p t h x+ =  under some easier testing conditions. 
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摘  要 

在比较容易验证的条件下，本文证明了带有阻尼项的Duffing方程 ( ) ( )′′ ′x cx h x p t+ + = 和 

( ) ( )′′ ′x cx p t h x+ = 的所有解都是无界的。 
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1. 引言 

1996 年，Alonso 和 Ortega [1]研究了共振点处 Duffing 方程 ( ) ( )2x n x h x p t′′ + + = 的无界解的存在性

问题。在 h 和 p满足 ( ) ( )2π

0
2 sup inf e dinth h p t t− ≤ ∫ 的条件下，证明了该方程的所有解都是无界的。这里

的无界性指的是满足 ( ) ( )( )lim sup
t

x t x t
→∞

′+ = +∞。我们知道共振常常导致有无界解[2] [3]。带有阻尼的常 

系数线性方程由于能量的耗散，在周期强迫力的作用下所有解是有界的[3]。很自然的问题是，带有阻尼

项的非线性方程是否有无界解。本文的目的就是在比较容易验证的条件下证明带有阻尼的 Duffing 方程

( ) ( )x cx h x p t′′ ′+ + = 和 ( ) ( )x cx p t h x′′ ′+ = 的所有解都是无界的。 

2. 关于差分方程的一个抽象结果 

设 X 是一个 Banach 空间。在 X 中考虑差分方程： 

( )
1n nFξ ξ
+
= ，                                    (1) 

其中 :F X X→ 是一个算子。定义 :V X → ，是实数集，并且满足： 

( ) ( ){ } )sup : , 0,V r V r rξ ξ= ≤ < +∞ ∀ ∈ +∞ 。                      (2) 

Alonso 和 Ortega [1]证明了如下引理： 
引理 2.1 设存在函数V 满足(2)式，并且存在正常数 Γ和 0ρ > 满足： 

( )( ) ( )V F Vξ ξ≥ + Γ，当 ξ ρ≥ 。                            (3) 

设 0 Xξ ∈ 并且满足 ( ) ( )0V Vξ ρ> ，则差分方程(1)满足初始条件为 0ξ 的解满足： 

lim nn
ξ

→+∞
= +∞ 。 

推论 2.2 设 X 是有限维的且 F 是连续的。如果存在一个连续的函数V 满足： 

( )( ) ( ) ,V F V Xξ ξ ξ> ∀ ∈                                 (4) 

则差分方程(1)的所有解都满足 lim nn
ξ

→+∞
= +∞ 。 

3. 解的无界性 

我们主要讨论以下两种方程： 

( ) ( )x cx h x p t′′ ′+ + =                                  (5) 

和 

( ) ( )x cx p t h x′′ ′+ =                                   (6) 

的无界解的存在性问题。其中， ( ) ( )h x C∈  ， ( ) ( )p t C∈  ， 0 1c< < 。 
引理 3.1 存在常数 1 20, 0λ λ> ≥ ，使得方程(5)、(6)的解均满足： 

( ) ( ) ( ) ( ) [ ]2 2 2 2
1 20 0 , 0, 2πx x x t x t tλ λ′ ′+ − ≤ + ∀ ∈ 。 
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证明：我们只对方程(5)给出证明，对方程(6)同理可证。考虑辅助方程 

( ),x cx F t x′′ ′+ = ，                                  (7) 

其中 ( ) ( ) ( ) ( ),F t x p t h x C= − ∈  。令 x y′ = ，则 ( ),y x cy F t x′ ′′= = − + 。于是 

( )
00 1d
,0d

x x
F t xy c yt

     
= +      −      

                             (8) 

其对应的齐次方程组为 

0 1d
0d

x x
y c yt

    
=    −    

。                                (9) 

由 

( )
1

0
0

E A c
c

λ
λ λ λ

λ
−

− = = + =
+

 

可得，方程(9)系数矩阵的特征根为： 1 20, cλ λ= = − 。 

求得 1 0λ = 对应的特征向量为 1 ,
0
k

t k 
= ∈ 
 

， 2 cλ = − 对应的特征向量为 2

1
t

c
 

=  − 
。于是方程(9)的

通解为： 

( )
( ) 1 2

1
e

0
ctx t k

C C
cy t

−
     

= +       −    
。 

所以，方程(9)的基解矩阵为： 

( ) e
0 e

ct

ct

kt
c

−

−

 
Φ =  

− 
。 

容易计算  

( )1

1 1

10 ect

k ckt

c

−

 
 

Φ =  
 − 
 

。 

根据[4]中的结果可知，若方程组 ( )U A t U′ = 的一个基解矩阵为 ( )tΨ ，则初值问题 

( ) ( )
( )0

,U A t U G t U

U t η

′ = +


=
 

与积分方程组 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
1 1

0

0
0 d

,
t

U t t t s s
G s U s

η− −  
= Ψ Ψ + Ψ Ψ  

 
∫ 等价。所以方程组(8)的 

解可以表示为： 

( )
( )
( )

( ) ( )
( )
( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

1 1
0

1
0

0 0
0 d

,0

1 0 01 1 e
d

00 e

t

ct
t

ct

x t x
t t t s s

F s x sy t y

x
t s sc p s h x sy

ψ − −

−
−

−

     
= = Φ Φ +Φ Φ             
    − = + Φ Φ      −     

∫

∫
。 
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记 

( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
1

0

1 0 01 1 e
, , , d

00 e

ct
t

ct

x t x
t s sc p s h x sy t y

γ α τ β
−

−

−

      − = = = = −Φ Φ          −       
∫ ， 

则 γ ατ β= − 。 
由三角不等式可得， γ ατ β ατ β= − ≥ − 。其中， ( ) ( )2 2x t x tγ ′= + ，而 

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
2

22
1 01 1 e 10 1 e 0 e 0

00 e

ct
ct ct

ct

x
x x xc

cy
ατ

−
− −

−

  −    ′ ′= = + − +          

。 

记 

( ) ( ) ( )( )
( )
( )

1
0

0
d

t f t
s s

p s h x s g t
−

  
Φ =     −   

∫ ， 

则 

( )
( )

( ) ( )
( )

ee
0

e0 e

ctct

ctct

f t kf t g tk
c g tc g t

β
−−

−−

     +
= − = − ≥        −−    

。 

1) 当 ( ) ( )0 0, 0 0x x′= = 时， 0ατ = ，令 2 0λ β= ≥ ，则对 1λ
+∀ ∈ ，有 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
1 2 1 20 0 0x t x t x xλ λ λ λ′ ′+ ≥ − = + − ，所以结论成立。 

2) 当 ( ) ( )0 0, 0 0x x′= ≠ 时， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

22 22 2
2

1 11 e 0 e 0 1 e e 0ct ct ct ctx x x
c c

ατ − − − −   ′ ′ ′= − + = − +   
   

。 

令 ( )2 2
1 2

1 1 e ect ct

c
λ − −= − + ， 2 0λ β= ≥ ，则有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2
1 2 1 20 0 0x t x t x x xλ λ λ λ′ ′ ′+ ≥ − = + − ，所以结论成立。 

3) 当 ( ) ( )0 0, 0 0x x′≠ ≠ 但 ( ) ( ) ( )10 1 e 0 0ctx x
c

− ′+ − = 时，即 ( ) ( ) ( )10 1 e 0ctx x
c

− ′= − − 。 

此时 ( )22e 0ct xατ − ′= ，所以总会存在
( )

[ ]
2 2

1 2 2

e0 min , 0, 2π
1 e

ct

ct

c t
c

λ
−

−

 
 < = ∈ 

− +  

，使得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )

( )
[ ] ( )

( )

( )( )

2 22
2 2 2 2

1 1 1 2

2 22 2
2

2 22

22

1 e10 0 1 e 0 0 0

1 eemin , 0, 2π 0
1 e

e 0

ct
ct

ctct

ct

ct

c
x x x x x

c c

cc t x
cc

x

λ λ λ

ατ

−
−

−−

−

−

− + ′ ′ ′ ′+ = − − + = 
 

  − +  ′= ∈ 
− +  

′≤ =

。 

令 2 0λ β= ≥ ，则有， ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
1 2 20 0x x x t x tλ λ ατ λ′ ′+ − ≤ − ≤ + ， 

所以结论成立。 
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4) 当 ( ) ( )0 0, 0 0x x′≠ ≠ 且 ( ) ( ) ( )10 1 e 0 0ctx x
c

− ′+ − ≠ 时，对 [ ]0, 2πt∀ ∈ ，有 

( ) ( ) ( )
210 1 e 0 0ctx x

c
− ′+ − > 

 
，所以一定存在 0k > ，使得 

( ) ( ) ( ) ( )
2

210 1 e 0 0ctx x kx
c

− ′+ − = 
 

。 

令 [ ]{ }{ }2 2
1 10, min , min e , 0, 2πctk tλ λ −> = ∈ ， 2 0λ β= ≥ 则 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2
22

2 2 2 22
1

10 1 e 0 e 0

0 e 0 0 0

ct ct

ct

x x x
c

kx x x x

ατ

λ

− −

−

 ′ ′= + − + 
 

′ ′= + ≥ +

。 

由 γ ατ β ατ β= − ≥ − 得， 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
1 2 20 0x x x t x tλ λ ατ λ′ ′+ − ≤ − ≤ + ， [ ]0, 2πt∀ ∈ 。 

综上所述，存在常数 1 20, 0λ λ> ≥ ，使得方程(5)的解满足： 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
1 20 0x x x t x tλ λ′ ′+ − ≤ + ， [ ]0, 2πt∀ ∈ 。 

定理 3.2 设 h 有上界、非常数，且 ( )
2π 2π

0

e 1sup e d
c

cth p t t
c
−

< ∫ ，则方程(5)的所有 

解都是无界的，即满足： 

( ) ( ){ }2 2lim
t

x t x t
→+∞

′+ = +∞。                              (10) 

证明：给定 ( ) 2,ξ ζ η= ∈ ，用 ( );x t ξ　 表示方程(5)的解，并设初始条件为： ( )0x ζ= ， ( )0x η′ = 。 

我们用抽象的形式定义： ( ) ( ) ( )( )2 2π 2π, e 2π; , e 2π;c cX F x xξ ξ ξ′= = 。根据引理 3.1，为了证明(10)

式，我们只需要证明由差分方程 ( )1n nFξ ξ+ = 　， n∈ 给出的序列 { }nξ 及任意给定的初值 0ξ 满足

lim nn
ξ

→+∞
= +∞ 即可。我们仅考虑 n → +∞的情形， n → −∞可由代换 t 为 t− 得到。 

定义 ( ) ( ) 2, ,V ξ η ξ ζ η= = ∈ 。由分部积分公式可得 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

2π2π 2π 2π

0 0 00
2π2π
0

2π

0

; e d e d ; ; e ; e d

2π; e 0; ; e d

; e d

ct ct ct ct

c ct

ct

x t t x t x t c x t t

x x c x t t

V F V c x t t

ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ

ξ ξ ξ

′′ ′ ′ ′= = −

′ ′ ′= − −

′= − −

∫ ∫ ∫

∫

∫

。 

所以，

 

( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

( )

2π 2π

0 0
2π 2π

0 0
2π 2π

0 0
2π2π

0

; e d ; e d

e d e d

e d sup e d

e 1e d sup 0

ct ct

ct ct

ct ct

c
ct

V F V x t t c x t t

p t t h x t

p t t h t

p t t h
c

ξ ξ ξ ξ′′ ′− = +

= −

> −

−
= − >

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ 　

。 
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因此由推论 2.2 得 lim nn
ξ

→+∞
= +∞ ，进而可得方程(5)解的无界性，即方程(5)的解满足： 

( ) ( ){ }2 2lim
t

x t x t
→+∞

′+ = +∞。 

举例 1 考虑摆型方程  
1 1sin sin
3 4 4 3

x tx x′′ ′+ + = + 。                             (11) 

因为
1
3

c = ， ( ) sin
4
xh x = ， ( ) 1sin

4 3
tp t = + ，因此 sup 1h = 。而 

12π 2π2π 3
3e 1 e 1sup 3 e 11

3

c

h
c

×
 − −

= = −  
 

， 

( )
1 1 1

2π 2π 2π 2π3 3 3
0 0 0 0

2π 2π 2π
3 3

1e d sin e d sin e d 1de
4 3 4

73 11 e 1e 3 e 1 sup
25 25

t t tct

c

t tp t t t t

h
c

 = + = ⋅ + 
 

  −
= + > − =  

 

∫ ∫ ∫ ∫　 　 　 　

。 

满足定理 3.2 的条件，因此方程(11)的所有解无界。另一方面， ,x t t= ∈显然是方程的一个无界解。 

定理 3.3 设 h 有下界、非常数，且 ( )2π

0
inf e d 0cth p t t⋅ >∫ ，则方程(6)的所有解都是无界解，即满足：

( ) ( ){ }2 2lim
t

x t x t
→+∞

′+ = +∞。 

证明：由定理 3.2 的证明可知， 

( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

2π 2π

0 0
2π

0
2π

0

; e d ; e d

e d

inf e d 0

ct ct

ct

ct

V F V x t t c x t t

p t h x t

h p t t

ξ ξ ξ ξ′′ ′− = +

=

> ⋅ >

∫ ∫

∫

∫ 　

。 

所以，由推论 2.2 得 lim nn
ξ

→+∞
= +∞ ，进而可得方程(6)解的无界性，即方程(6)的解满足： 

( ) ( ){ }2 2lim
t

x t x t
→+∞

′+ = +∞。 

举例 2 考虑方程 

( )2
4

2 2 1
1
ctx cx x

t
+′′ ′+ = ⋅ +
+

。                             (12) 

由于 ( ) 2 1h x x= + ，所以 inf 1h = 。而 ( ) [ ]4
2 2 0, 0, 2π , 0

1
ctp t t c

t
+

= > ∀ ∈ >
+

有 ( )2π

0
e d 0ctp t t >∫ ，所以

( )2π

0
inf e d 0cth p t t⋅ >∫ 。满足定理 3.3 的条件，因此方程(12)的所有解无界。另一方面， 2 ,x t t= ∈显然

是方程的一个无界解。 
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