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Abstract 
In this paper, by using exponential Riordan array methods, we proved some identities among the 
generalized λ-array type polynomials, the generalized Hermite-Based Apostol Bernoulli polyno-
mials and the generalized Hermite-Based Apostol Euler polynomials. We also obtain some combi-
natorial identities involving the classical array type polynomials, the Stirling number of the 
second kind, the generalized Bernoulli polynomials and the generalized Euler polynomials. 
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摘  要 

在本文中定义了一类广义λ-array多项式，并利用运用指数型Riordan阵方法与组合分析法，研究了广义
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λ-array type多项式，得到了广义λ-array type多项式与广义Hermite-Based Apostol Bernoulli多项式，

广义Hermite-Based Apostol Euler多项式的关系式，给出了array type多项式，第二类Stirling数以及高

阶Bernoulli多项式，高阶Euler多项式的一些恒等式。 
 
关键词 

指数型Riordan阵，广义λ-Array Type多项式，经典Array Type多项式，第二类Stirling数 

 
 

1. 引言 

组合序列在组合数学中有着十分广泛的应用背景，特别是经典的组合序列，其中经典第二类 Stirling
数[1]在数学领域中扮演重要的角色。近年来，很多学者用各种不同的方法对第二类 Stirling 数进行了推广，

并取得了丰富的成果。2011 年，罗秋明与 H. M. Srivastava [2]研究了第二类λ-Stirling 数与 Apostol type 多

项式相关的性质。2013 年，Simisek [3]引入了广义第二类λ-Stirling type 数与广义λ-array type 多项式，得

到了许多相关恒等式。本文在此基础上继续推广了广义λ-array type 多项式，并运用一些指数型 Riordan
理论和组合学技巧得到了一些关于广义λ-array type 多项式以及 array type 多项式的组合恒等式，并且在这

些恒等式里包含着一些常见的特殊组合数。在这里，我们还引入了广义 Hermite-Based Apostol-Bernoulli
多项式与广义 Hermite-Based Apostol-Euler 多项式的定义，从而得到它们相应的指数型 Riordan 阵，并进

一步证明了广义 Hermite-Based Apostol-Bernoulli 多项式、广义 Hermite-Based Apostol-Euler 多项式与广义

λ-array type 多项式之间的一些恒等式。 
Riordan 阵理论在组合学中具有广泛的应用，是研究组合和式与特殊组合序列的工具。应用 Riordan

理论不仅可以研究组合序列，发现和证明恒等式，而且在序列、矩阵与发生函数之间建立起了很好的桥

梁。下面将给出指数型 Riordan 阵理论的一些基本知识。 

一个正常的指数型 Riordan 阵是一个形式幂级数对 ( ) ( )( )g t f t, ，其中 ( ) 0 !

k

kk

tg t g
k≥

= ∑ ，

( ) 0 !

k

kk

tf t f
k≥

= ∑ 且满足 1 0f ≠ ，即 ( )f t 是一个 delta 级数。Riordan 阵按如下规则定义了一个无穷下三角

矩阵 ( )0n k k n
D d , ≤ ≤ ≤∞
= ： 

( ) ( )( )kn

n k

f ttd g t
n k,

 
= , ! ! 

                                 (1) 

其中函数 ( ) ( )( )k
f t

g t
k!

称为该指数型 Riordan 阵的一般元。 

最常见的指数型 Riordan 阵为 Pascal 阵 ( )etP t= , 。 
在所有指数型 Riordan 阵组成的集合中，定义两个 Riordan 阵的乘法如下： 
若 ( ) ( )( )1D d t h t= , ， ( ) ( )( )2D p t q t= , ，则 1D 与 2D 的乘积定义为  

( ) ( )( ) ( )( )( )1 2D D D d t p h t q h t= ∗ = , . 

引理 1 [3] 令 ( ) ( )( ) ( )
0

n k n k
D g t f t d , , ∈
= , =



为关于 !n 的指数型 Riordan 阵，令为序列{ }
0k k

h
∈

的数型发

生函数，则我们有  

( ) ( )( )
0

nn

n k k
k

td h g t h f t
n,

=

 
=  ! 

∑ , ( ) 0 !

k

kk

th t h
k≥

= ∑                        (2) 
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上述和式可以改写为矩阵相乘形式：  

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )g t f t h t g t h f t, ∗ = .  

引理 2 [3] 所有满足 ( )g t 为可逆级数的指数型 Riordan 阵 ( ) ( )( )g t f t, 关于矩阵乘法构成一个群。特

别地，矩阵 ( )1 t, 为群的单位元，而矩阵 ( ) ( )( )g t f t, 的逆元为
( )( ) ( )1 f t

g f t
 

,  
 

，其中 ( )f t 为 ( )f t 的复合

逆。 
下面我们将给出本文用到的一些基本记号： { }1 2 3N = , , , ， { }0 0N N=  ，且 Z 表示整数集合，R 表

示实数集合及C 表示复数集合。我们假设 ( )ln z 表示多值函数 ( )ln z 的主分支且其虚部 ( )( )ln zℑ 被限制为

( )( )π ln πz− < ℑ ≤ 。进一步， 

1 0
0

0
n n

n
= ,

=  ∈ . 

  

( ) ( ) ( )1 2 1x x x x x v
v v

− − − + 
= ,  ! 



 

及 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 1 2 1j z z z z jz z= , = − − − + ,  

其中 j N∈ 且 z C∈  [1] [2]。 
此外，我们引入线性函数的线性表示 nt F F  : →   ( )0 1 2n = , , , ，它在单项式 kt 上的作用定义为： 

n k
n kt t δ ,  = ,   

其中 n kδ , 是 Kronecker 记号。由定义，如果 ( ) 0
k

kkf t f t
≥

= ∑ ，那么我们有 

( )
0 0

n n
n n k n k

k k n
k k

t f t t f t f t t f
= =

     = = = .     ∑ ∑  

同样地，如果 ( ) 0 !

k

kk

tf t f
k≥

= ∑ ，那么 ( )
!

n

n
t f t f
n
 

= 
 

。从而易知 ( ) ( )!
!

n
nt f t n t f t

n
 

 =   
 

。换言之， ( )nt f t  

就是 ( )f t 中 nt 的系数。因此， nt   可以表示“取系数”算子。 

最后，介绍符号“→”，我们用 x x→ − 表示 x 换为 x− ，如 y y→ − 表示 y 换为 y− 等等。 

2. 广义λ-Array Type 多项式与指数型 Riordan 阵 

在这一节，我们将构造一类关于包含非负实参数 a b c, , 的广义λ-array type 多项式的发生函数，并应

用指数型 Riordan 阵理论得到了广义λ-array type 多项式的一些性质，进而证明了特殊组合序列，如经典

array type 多项式与第二类 Stirling 数，的一些恒等式。现在，我们将给出广义λ-array type 多项式的自然

推广形式： 
定义 2.1 令 a b c R+, , ∈  ( )a b≠ ， x y R, ∈ ， Cλ ∈ 且 0v N∈ ，则一类广义 λ-array 多项式

( )n
vS x y a b c λ, ; , , ; 可定义为 

( ) ( )
( ) ( )( )

( )

2
2

0 0

ln ln!, ; , , ; 1 .
! ! 2 !

n n kky v j j x
v v jn j

v
j k

c a b cvnS x y a b c
jv k n k

λ λ

  −
−  −

= =

 
= −   − 

∑ ∑                (3) 

运用式(3)，可计算出多项式 ( )n
vS x y a b c λ, ; , , ; 的特殊值如下： 
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( )
( ) ( )

( )

2
2

0
0

ln ln
, ; , , ; ! ,

! 2 !

n k n ky x
n

k

c c
S x y a b c n

k n k
λ

  −  

=

=
−∑  

( ) ( )0 1
,

!

v

vS x y a b c
v

λ
λ

−
, ; , , ; =  

( )0
0 1S x y a b c λ, ; , , ; = ， ( ) ( )0 , ,n

nS x y a b e H x yλ, ; , , ; =  

( ) ( ) ( )1
1 ln ln .x xS x y a b c ac bcλ, ; , , ; = − +  

注 2.1 在式(3)中代入 c b= 及 0y = ，我们可得广义λ-array 多项式 

( ) ( )0 ,n n
v vS x a b b S x a bλ λ, ; , , ; = ; , ;  

([3]，定义 3.1)。进一步，令 0x y= = ，我们有广义第二类λ-Stirling 数 

( ) ( )0 0 , ,n
vS a b b S n v a bλ λ, ; , , ; = ; , ;  

它是由下列发生函数所定义： 

( ) ( ) ( ),
0

1, , , : , ; , , ,
! !

nvt t
s v

n

tf t a b b a S n v a b
v n

λ λ λ
∞

=

= − = ∑  

([3]，定理 2.2)。 
在式(3)中令 1a λ= = ， b c e= = 及 0y = ，则有 array 多项式  

( ) ( ) ( )
0

1 1
v v j nn

v
j

v
S x x j

jv
−

=

 
= − + , !  

∑  

这恰好是 Chang 与 Ha [4]的结果，也可参考 Simsek [5]。显然 

( ) ( )0n
vS S n v= , ,  

其中 ( )S n v, 表示第二类 Stirling 数[3]。 
为方便起见，假设多项式 ( )n

vS x y a b c λ, ; , , ; 的发生函数为 

( ) ( )
0

, .
!

n
n

v v
n

tg x y t a b c S x y a b c
n

λ λ
∞

=

, ; , , ; = , ; , , ;∑                          (4) 

定理 2.1 假设 a b c R+, , ∈  ( )a b≠ ， x y R, ∈ ， Cλ ∈ 及 0v N∈ ，那么 ( )n
vS x y a b c λ, ; , , ; 有指数型发生

函数 

( ) ( ) 21, ; , , ; .
!

vt t xt yt
vg x y a b c b a c

v
λ λ += −                            (5) 

证：在式(4)的右端代入式(3)可得 

( ) ( )
( ) ( )( )

( )

2
2

0 0 0 0

ln ln! 1
! ! ! 2 ! !

n n kky v j j xn nv v jn j
v

n n j k

c a b cvt n tS x y a b c
jn v k n k n

λ λ

  −
− ∞ ∞  −

= = = =

 
  

, ; , , ; = − .  −  
 

∑ ∑ ∑ ∑  

因此 

( ) ( )
( ) ( )( )

( )

2
2

0 0 0 0

ln ln1 1
! ! ! 2 !

n n kky v j j xn v v jn j n
v

n j n k

c a b cvtS x y a b c t
jn v k n k

λ λ

  −
− ∞ ∞  −

= = = =

 
, ; , , ; = − .  − 

∑ ∑ ∑∑  
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上面方程的右端恰为
( )( ) ( ) 2ln ln

e
v j j xa b c t y c t− +

的 Taylor 级数展开式。 
故， 

( ) ( ) ( ) 2

0 0

1 1
! !

n v v j v j tn j jt xt yt
v

n j

vtS x y a b c a b c c
jn v

λ λ
∞

− −

= =

  
, ; , , ; = − .  

  
∑ ∑  

对上式应用二项式定理，~即可得到所证结果。 
在式(5)中令 0t = 可得 

( ) ( )1, ; , , ; 1 .
!

v
vg x y a b c

v
λ λ= −  

对上式两边取系数，也可以得到 

( ) ( )0 1
, ; , , ; .

!

v

vS x y a b c
v

λ
λ

−
=  

注 2.2 在(5)式中令b c= 及 0y = ，定理 2.1 产生相应的结果([3]，定理 3.3)。在(5)式中取 0x y= = 时，

它被简化为 

( ) ( ),
1, , , .
!

vt t
s vf t a b b a

v
λ λ= −  

在特殊情况 1a λ= = ，b c e= = 及 0y = 时，由式(5)所定义的一类广义λ-array 多项式 ( )n
vS x y a b c λ, ; , , ;

立即得到经典 array 多项式 ( )n
vS x ，它由下述发生函数所定义 

( )
( )

0

e 1
e .

! !

vtn
n xt
v

n

tS x
n v

∞

=

−
=∑  

这正是由 Chang 及 Ha [4]所研究的 array 多项式 ( )n
vS x 的发生函数。 

根据指数型 Riordan 阵的定义(1)式，我们得到对应于广义λ-array type 多项式 ( )n
vS x y a b c λ, ; , , ; 的发生

函数(5)式的正常的指数型 Riordan 阵： 

( ) ( )( ) ( ) 21: , ,
!

t t xt ytS g t f t b a c t
v

λ + = = − 
 

, 

所以，矩阵 S 的一般元 ,n kd 由下式给出  

( ) ( )

( ) ( )

2 2

,
1 ! 1

! ! ! ! !

, ; , , ;

n kv vt t xt yt n k t t xt yt
n k

v
n k

t t nd b a c t b a c
n v k k v

n
S x y a b c

k

λ λ

λ

+ − +

−

 
 = − = −   

 
 

=  
 

 

定理 2.2 对于 ,x y z l R, , ∈ ， a b c R+, , ∈  ( )a b≠ ， Cλ ∈ 及 0v N∈ ，下述恒等式成立： 

( ) ( ) ( )
22

0 0
!

! 2 !

k
k r rn

n n k
v v

k r

n z lS x z y l a b c S x y a b c k
k r k r

λ λ

 
  − 

−

= =

 
+ , + ; , , ; = , ; , , ; .  − 

∑ ∑               (6) 

证：令 ( ) ( ) ( )
( )

2
22

0 0

ln ln
!

! 2 ! !

n
n k k n

zt lt

n k

z c l c th t c n
k n k n

 
− ∞  

+

= =

= =
−∑ ∑ ，则应用式(2)可得 
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( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

22 2

22

0 0

ln ln
, ; , , ; !

! 2 !

1 1
! ! ! !

, ; , , ; .

k
k r rn

n k
v

k r

n nv v x z t y l tt t xt yt zt lt t t

n
v

n z c l c
S x y a b c k

k r k r

t tb a c c b a c
n v n v

S x z y l a b c

λ

λ λ

λ

 
−  

−

= =

+ + ++ +

 
  − 

   
= − = −   
   

= + +

∑ ∑

 

推论 2.1 当 1a λ= = ， b c e= = 与 0y l= = 时恒等式(6)成为  

( ) ( )
0

n
n n k k
v v

k

n
S x z S x z

k
−

=

 
+ = . 

 
∑   

进一步，当 0x = 时， 

( ) ( )
0

, ,
n

n k
v

k

n
S z S n k v z

k=

 
= − 

 
∑  

这是参考文献([5]，定理 2)中的结论。 
定理 2.3 令 a b c R+, , ∈  ( )a b≠ ， x y z R, , ∈ ， Cλ ∈ 及 0,v w N∈ ，那么  

( ) ( ) ( )
1

0
2 2

n
n n k k
v w v w

k

v w n
S x y a b c S x y a b c S x y a b c

v k
λ λ λ

−
−

+
=

+   
, ; , , ; = , ; , , ; , ; , , ; .   

   
∑            (7) 

证 考虑 ( ) ( ) 21 vt t xt yth t b a c
v

λ += −
!

，由式(2)可得 

( ) ( )

( ) ( ) ( )2

0

2 2 !1 2 2 ,
! ! ! ! !

n
n k k
v w

k

n
t t xt yt n

v w

n
S x y a b c S x y a b c

k

v wt b a c S x y a b c
n v w v w

λ λ

λ λ

−

=

+
+

 
, ; , , ; , ; , , ; 

 
+ 

= − = , ; , , ; 
 

∑
 

从而，立即可得所证恒等式。 
在定理 2.3 中，令 1a λ= = ， b c e= = ， 0y = 与 v w= ，则我们有下述推论。 
推论 2.2 令 x R∈ ， 0,n v N∈ ，那么下式成立： 

( ) ( ) ( )2
0

2n
n k k n
v v v

k

n v
S x S x S x

k v
−

=

   
= .   

   
∑                             (8) 

进一步，取 0x = ，可得  

( ) ( ) ( )
0

2
2

n

k

n v
S n k v S k v S n v

k v=

   
− , , = , .   

   
∑  

3. 广义λ-Array Type 多项式与其他广义多项式 

在本节，我们首先回顾广义Hermite-based Apostol-Bernoulli多项式与广义Hermite-based Apostol-Euler
多项式的定义，从而得到它们相应的指数型 Riordan 阵，并进一步证明了广义 Hermite-based Apos-
tol-Bernoulli多项式、广义Hermite-based Apostol-Euler多项式与广义λ-array type多项式之间的一些恒等式。 

对于任意的 a b c R+, , ∈  ( )a b≠ ， x y R, ∈ ，λ 与 v为任一复数，广义 Hermite-Based Apostol Bernoulli
多项式 ( ) ( )v

H nB x y a b cλ, ; ; , ,  [6]及广义 Hermite-Based Apostol Euler 多项式 ( ) ( )v
H nE x y a b cλ, ; ; , ,  [6]分别由

下式所定义  



青兰，乌云高娃 
 

 
294 

( ) ( )2

0

v n
vxt yt

H nt t
n

t tc B x y a b c
nb a

λ
λ

∞
+

=

  = , ; ; , , ,  !− 
∑                        (10) 

0ln ln 2π 1 1vbt x y R n N
a

λ
   + < , , ∈ , ∈ , := .  

  
 

以及  

( ) ( )2

0

2 v n
vxt yt

H nt t
n

tc x y a b c
nb a

λ
λ

∞
+

=

  = , ; ; , , ,  !+ 
∑ E                       (11) 

0ln ln π 1 1vbt x y R n N
a

λ
   + < , , ∈ , ∈ , := .  

  
 

我们知道 ( ) ( ) ( ) ( )0 1v v
n H nB x B x e eλ= , ; ; , , 与 ( ) ( ) ( ) ( )0 1v v

n H nE x E x e eλ= , ; ; , , ，它们分别表示广义 Bernoulli
多项式和广义 Euler 多项式[1] [7]。 

现在，我们考虑由式(10)与式(11)所给出的广义 Hermite-based Bernoulli 多项式与广义 Hermite-based 
Euler 多项式的发生函数。由式(1)定义的指数型 Riordan 阵，我们可获得下述关于式(10)对应的正常的指

数型 Riordan 阵： 

( ) ( )( ) 2
: , ,

v
xt yt

t t
tB g t f t c t

b aλ
+

  = =    −  
. 

因此， B 的一般元 ,n kd 为 

( ) ( )2 2

,
! , ; , , ;

! ! !

v vn k
vxt yt n k xt yt

n k H n kt t t t

nt t t n td c t c B x y a b c
kn k kb a b a

λ
λ λ

+ − +
−

       = = =        − −      
 

由上式可知 

2 2 2
1

, , ,
vv vt t

xt yt xt yt xt yt
t t t t
t b a tc t c t c t

tb a b a
λ

λ λ

− −
+ − − − −

     −    = =           − −        
           (12) 

的一般元为 ( ) ( ), ; , , ;v
H n k

n
B x y a b c

k
λ−

−
 

− − 
 

。 

在上式中取 1a λ= = ， eb c= = 及 0x y= = ，则得到指数型 Riordan 阵 

( )

0,

e 1 , ,
e 1

v vt
v

n kt
n k N

ntt t B
kt

−
−
−

∈

        −    = =          −        
, 

其中 ( ) ( ) ( ): 0v v
n k n kB B− −
− −= 为高阶 Bernoulli 数(参考[1])。但是利用位势多项式的定义([1]，133 页)，可以得到 

{ } ,
1 0

e 1 ! 1 1 11 , ,
! ! ! 1 ! 2 3

v vn t k i n k
n k

n k ii
i i

nt t n tt v B
kn t k k i i

−
−

−
≥ =

       −   = + =          +        
∑ ∑              (13) 

其中 ,n kB 为指数型部分 Bell 多项式[1]。这样，我们可以导出广义 Bernoulli 多项式的确切表达式： 

( ) ( ) { } ,
0 0 0

1 1( ) , ,
2 3

n n n k
v v k

n n k n k ii
k k i

n n
B x B x v B

k k

−

− −
= = =

     = = −     
    

∑ ∑ ∑  , 

这是参考文献[8]中的结论。 
此外，在式(13)中取 1v = 可得 
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( )

0 0

1

, N , N

e 1 1,
1

vt

n k
n k n k

n n
t B

k kt n k
−
−

∈ ∈

          −  = =          − +         
.                  (14) 

类似地，我们可以得到关于广义 Hermite-based Euler 多项式序列的正常的 Riordan 阵： 

( ) ( )( ) 22: , ,
v

xt yt
t tE g t f t c t

b aλ
+

  = =    +  
. 

它的一般元为 

( ) ( )2 2

,
2 ! 2 , ; , , ;

! ! !

v vn k
vxt yt n k xt yt

n k H n kt t t t

nt t nd c t c E x y a b c
kn k kb a b a

λ
λ λ

+ − +
−

       = = =        + +      
. 

该 Riordan 阵的逆阵为 

( ) ( )2

0,

, , ; , , ;
2

vt t
vxt yt

H n k
n k N

nb a c t E x y a b c
k

λ λ−− +
−

∈

      +  = − −           
                 (15) 

特别地，在上式(15)中取 1a λ= = ， eb c= = ， 0x y= = 可得 

( ) ( )
0,

e 1 , 0
2

vt
v

n k
n k N

n
t E

k
−
−

∈

      +  =            
, 

则利用 Bell 多项式的表达式[1]以及公式 ( ) ( ), 1,1, ,n kB S n k=  [1]可得 

( ) ( )

{ } { } ( )

1

,
0 0

e 1 ! 10 1
! 2 ! ! 2 !

1 1 1, , , ,
2 2 2

v vn t k i
v n k

n k
i

in k n k

n k ii i
i i

n t t n tE t
k n k k i

n n
v B v S n k i

k k

− −
−

≥

− −

−
= =

       +  = = +               

      = = −      
      

∑

∑ ∑…

 

从而可得如下广义 Euler 多项式的表达式： 

( ) ( ) { } ( ) ( )
0 0 0

( ) 2 ,
n n n k iv v k k

n n k i
k k i

n n
E x E x v S n k i x

k k

−
−

−
= = =

   
= = − −   

   
∑ ∑ ∑ , 

这是参考文献[8]中的结论。 
定理 3.1 令 a b c R+, , ∈  ( )a b≠ ， x y z l R, , , ∈ ， Cλ ∈ ， 0v w N, ∈ ，那么有  

( ) ( ) ( ) ( )
1

0

n
v k n v

H n k w v w
k

n v w n v
B x y a b c S z l a b c S z x l y a b c

k w v
λ λ λ

−
− +
− +

=

+ +    
− , − ; ; , , , ; , , ; = − , − ; , , ; .    

    
∑     (16) 

证 令 ( ) ( ) 21 wt t zt lth t b a c
w

λ += −
!

，应用式(2)可得  

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

2 2

2 2

0
, ; ; , , , ; , , ;

1
! !

1 !
! ! !

!! , ; , ,
! !

n
v k

H n k w
k

vn wxt yt t t zt lt
t t

v wt tn v wz x t l y t z x t l y tn v t t
v

n v
v w

n
B x y a b c S z l a b c

k

t t c b a c
n wb a

b at nc t b a c
w n wt

n wn S z x l y a b c
w n v

λ λ

λ
λ

λ
λ

−
−

=

−
− − +

+
+− + − − + −+

+
+

 
− − 

 

   = −   −  

− 
 = = −   

 

+
= − −

+

∑

( ) ( )
1

; , ; , , ;n v
v w

v w n v
S z x l y a b c

v v
λ λ

−
+
+

+ +  
= − −  
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在定理 3.1 中代入 1aλ = = ， eb c= = ， 0x y l= = = 与 1v = ，则可得下述推论： 
推论 3.1 下列恒等式成立：  

( ) ( )1
1

0

1 1
1 1

n
k n
w w

k

n wS z S z
k n k n

+
+

=

  +
= .  − + + 

∑                           (17) 

特别地，当 0z = 时，  

( ) ( )
0

1 1 1 1
1 1

n

k

n wS k w S n w
k n k n=

  +
, = + , + .  − + + 

∑  

证 应用式(14)与式(16)，我们很容易地得到所证结论。 
定理 3.2 令 a b c R+, , ∈  ( )a b≠ ， x y z R, , ∈ ， Cλ ∈ 及 0v N∈ ，那么  

( ) ( ) ( )vn
v H n v

n
S x y a b c B x y a b c

v
λ λ−

−
 

, ; , , ; = , ; ; , , . 
 

                       (18) 

证 由式(12)可得 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

22

1

v
H n k

vn k v x t y txt yt n k v t t
t t

n k v
v n k v

v

n
B x y a b c

k

t t t nc t b a c
n k kb a

n n k vv S x y a b cn S x y a b c
k vk n k v

λ

λ
λ

λ
λ

−
−

−
− + −− − − +

−− +
− +

 
− , − ; ; , , 

 

  !   = = −     ! ! !−  

− +! − , − ; , , ;    !
= = − ,− ; , , ;   ! − + !   

 

再应用替换 x x→ − ， y y→ − 及 n k v n− + → ，故由上式可得所证结论。 
在定理 3.2 中取 1a λ= = ， eb c= = 与 0y = ，可得下述组合恒等式：  
推论 3.2 下述公式成立：  

( ) ( ) ( )vn
v n v

n
S x B x

v
−
−

 
= − . 
 

                                (19) 

当 0x = 时， ( ) ( ) ( )0v
n v

n
S n v B

v
−
−

 
, =  

 
 (参考[9]，99 页)。 

定理 3.3 令 a b c R+, , ∈  ( )a b≠ ， x y z l R, , , ∈ ， Cλ ∈ 及 0v N∈ ，那么  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

0

0 0

2 1 ln

n
v k

H n k v
k

v v ni n ji
H j

i j

n
E x y a b c S z l a b c

k

v n
E x z y l a b c i a

i jv

λ λ

λ

−
=

−

= =

 
, ; ; , , , ; , , ; 

 
   

= − + , + ; ; , , .   !    

∑

∑ ∑
                 (20) 

证 令 ( ) ( ) 21 vt t xt yth t b a c
v

λ += −
!

，由式(2)立即可得所证结论。 

在定理 3.3 中取 1a λ= = ， eb c= = 与 0y l= = ，可得下述结果。 
推论 3.3 令 x z R, ∈ ， 0v N∈ ，那么  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

2 1
vn v iv ik

n k v n
k i

n v
E x S z E x z

k iv−
= =

   
= − + .   !   

∑ ∑                      (21) 
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特别地，当 0z = 时，  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

2 1
vn v iv i

n k n
k i

n v
E x S k v E x

k iv−
= =

   
, = − .   !   

∑ ∑   

定理 3.4 下列关系式成立： 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
0 0

2 ln
n n jv i j

H n ii
i j

n
x y a b c v v i a S x y a b c

j
λ λ

−−

≥ =

 
, ; ; , , = − , ; , , ; . 

 
∑ ∑E             (22) 

证 由式(15)可以观察到 

( ) ( )

{ }

{ } ( )
( )( )

{ }

2 2

0

0 0 0

0

, , , , ,

22 !
! ! ! !

ln! 2 , ; , , ;
! ! !
! 2
!

v
H n k

it t

v tn k
xt yt n k vt xt yt

t t i
i

n nn
n k i n

ii
i n n

i
i

i j

n
E x y a b c

k

b a
at t nc t a v c

n k k ib a

v i a tn tt v S x y a b c
k n n

n kn v
jk

λ

λ

λ

λ

−
−

−
− − − − −

≥

− −

≥ ≥ ≥

−

≥

 
− − 

 

 −
       = =     +  

−
 = − − 

− 
=  

 

∑

∑ ∑ ∑

∑ ( ) ( )
0

, , , , , .
n k n k j j

iv a S x y a b c λ
−

− −

=

− − −∑

 

这样，在上式中应用替换 x x→ − ， y y→ − 及 n k n− → 就可得所证结论。 
在定理 3.4 中取 1a λ= = ， eb c= = 及 0y = ，可得下述推论。 
推论 3.4 对于 x R∈ ， 0v N∈ ，满足下列恒等式  

( ) { } ( )
0

2v i n
n ii

i
E x v S x− −

≥

= .∑                                (23) 

取 0x = ，则可得  

( ) { } ( )
0

0 2
n

v i
n i

i
E v S n i− −

=

= , .∑                                (24) 

推论 3.5 对于 0n N∈ ，我们有 

{ } ( ) ( )
0

2 0 ,
n

n v
in

i
v s n i E−

=

= ,∑                                (25) 

证：应用式(23)与反演关系 

( ) ( )
0 0

, ,
n n

n i n i
i i

a S n i b b s n i a
= =

= ⇔ =∑ ∑  

可得 

( ) ( ) { }
0

0 ,
2

n
v n

i n
i

v
s n i E−

=

, =∑  

这样，我们可得到所证结论。 

4. 总结 

本文主要研究了广义λ-array type 多项式，它是经典 array 多项式的推广。首先，我们对广义λ-array type
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多项式进行了推广，定义了新一类广义λ-array type 多项式，并利用 Riordan 阵方法讨论了广义λ-array type
多项式的一些性质，得到了一系列相关的组合恒等式。 
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