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Abstract 
In this paper, we mainly study a class of finite rank torsion free abelian groups which their 
automorphism groups are C2. 
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摘  要 

本文给出了一类有限秩的具有C2自同构的无挠Abel群。 
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1. 引言 

Baer 于 1937 年在无挠 Abel 群中引入型的概念成功地给出了秩为 1 的无挠 Abel 群的同构不变量：两

个秩为 1 的无挠 Abel 群的同构，当且仅当它们具有相同的型，参见文献[1]。此后尽管很多学者试图找出

秩大于 1 的无挠 Abel 群的同构不变量，但是迄今为止仍然没有一个满意的同构不变量[2]。 
在[3]，引理 A 中，作者给出了秩为 1 无挠 Abel 群的自同态环和自同构群的结构，并且研究了无限

亚局部循环群的结构以及它们的自同构和自同构群。 
K.A. Hirsch 和他的合作者在[4] [5]中研究了当无挠 Abel 群的自同构群有限时的自同构群的结构。如

果有限群 A 同构于一个无挠G 的自同构群，那么 A 同构与下列类型群的直积的一个子群： 
(1) 阶为 2，4，6 的循环群 2C ， 4C ， 6C ； 
(2) 8 阶 4 元数群 8Q ； 

(3) ( )23 2, | 1a b a b ab= = = ； 

(4) ( )23 3, | 1a b a b ab= = = 。 

一个自然的问题是确定无挠 Abel 群，使得其自同构群是 2C 。本文是在这方面的一个尝试，给出了一类

有限秩的具有 2C 自同构群的无挠 Abel 群，推广了([6], 4.4.2)。 

2. 自同构群为 C2的有限秩无挠 Abel 群例 
本文采用[6] [7]的符号和概念。下面的定理表明存在任意有限秩的无挠 Abel 群，它们的自同构群

为 2C ，因而是不可分解的。见[1]。 

定理 2.1：设
1 2 rx x xF Q Q Q= ⊕ ⊕ ⊕ ，令子群 

( )1 1 2 2 1 1 2, , , , |m m m m
r r r rA p x p x p x p x x x m Z+= + + + ∈   

其中 1 2 1, , , rp p p + 是互异的素数， r Z +∈ 。则 2AutA C≅ 。 

证明：首先考虑 A 的无限 ( )1 1ip i r≤ ≤ + 高元： 

设 

1
1 1

1 1

i r
r r

m m
i i i r r i

i i
a l p x l p x A+

+ +
= =

 = + ∈ 
 

∑ ∑  

具有无限阶 ( )1jp j r≤ ≤ 高，则存在 

1
1 1

1 1

i r
r r

m m
i i i r r i

i i
b l p x l p x A+

+ +
= =

 = + ∈ 
 

∑ ∑  

使得 t
ja p b= 对任意的自然数 t 成立。即 

1 1
1 1 1 1

1 1 1 1

i ir r
r r r r

m mm mt
i i i r r i j i i i r r i

i i i i
l p x l p x p l p x l p x+ +

+ + + +
= = = =

    + = +    
    

∑ ∑ ∑ ∑  

由于 1 2, , , rx x x 是 F 的一组基，则由 ( )ix i j≠ 的系数对应相等有 
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( )11
1 1 1 1

i i irm m mm t
i i r r j i i r rl p l p p l p l p ++

+ + + ++ = +  

即 

( ) ( )11
1 1 1 1

i i irm m mm t
i i r r j i i r rl p l p p l p l p ++ −

+ + + ++ = +  

对任意 t 成立，于是 
1

1 1 0i rm m
i i r rl p l p +

+ ++ = , 

得到 

( )1
1 1

j rm m
j j r r ja l p l p x+

+ += +  

若 

1
1 1

1 1

i r
r r

m m
i i i r r i

i i
a l p x l p x A+

+ +
= =

 = + ∈ 
 

∑ ∑  

具有无限阶 1rp + 高，则存在 

1
1 1

1 1

i r
r r

m m
i i i r r i

i i
b l p x l p x A+

+ +
= =

 = + ∈ 
 

∑ ∑  

使得 1
t
ra p b+= 对任意的自然数 t 成立。 

由于 2
1

, , ,
r

i r
i

u x x x
=

= ∑  也构成 F 的一组基，则由 ( )2ix i r≤ ≤ 的系数对应相等有 

( )1 1
1 1 1 1 1

i im mm mt
i i r i il p l p p l p l p+− = −  

即 

( ) ( )1 1
1 1 1 1 1

i im mm mt
i i r i il p l p p l p l p−

+− = −  

对任意的自然数 t 成立，于是 

1
1 1 0im m

i il p l p− =  

得到 

( ) ( )1 1 1
1 1 1 1 1 1

1

r r
r

m m m
r r r r i

i
a l p l p u l p x+ +

+ + + +
=

 = + =  
 
∑  

所以无限 ( )1ip i r≤ ≤ 高的元是 ix 的一个有理数；无限 1rp + 高的元是
1

r

i
i

u x
=

= ∑ 的一个有理倍数。 

下面确定 A 的自同构群。如果 AutAϕ ∈ ，因为 ix 和 ixϕ 具有相同的 ip -高，于是 i i ix r xϕ = ，其中 ir 是
有理数，1 i r≤ ≤ ；同理 u ruϕ = ，即 

1 1 1

r r r

i i i
i i i

x r x rxϕ
= = =

   = =   
   
∑ ∑ ∑  

又 

1 1 1

r r r

i i i i
i i i

x x r xϕ ϕ
= = =

  = = 
 
∑ ∑ ∑  
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所以 1 2r r r= = = ，记 1r r rϕ = = = ，则任意的 a A∈ ， a ruϕ = ，其中 rϕ 是有理数。又 AutAϕ ∈ ，

ix Aϕ ∈ 结合 A 的生成元特点，知 1rϕ = ± 。因此， AutA由它生成，且 2AutA C≅ 。 
注记：事实上，类似于 A 的子群的自同构群都是 2 阶的，例如设 

( ) ( ) ( )1 1 2 2 1 1 2 2 2 3 1 1, , , , , , |m m m m m m
r r r r rB p x p x p x q x x q x x q x x m Z− −= + + + ∈   

其中 ip ， ( )1 ,1 1jq i r j r≤ ≤ ≤ ≤ − 是互异的素数，则 2AutB C≅ 。 

一般地，称 ix 与 jx 在 A 中有关系，如果 ( )m
i jp x x+ + 是它的某个生成元。如果 ( )1ix i r≤ ≤ 之间都

有关系，则 2AutA C≅ 。 

定理 2.2：设
1 1

i

ij

rn

xi j
F Q

= =
= ⊕⊕ ，令子群 

( )1 2, |1 ,1 ,
i

ij m
m ij i i i ir iA p x q x x x i n j r m Z= + + + ≤ ≤ ≤ ≤ ∈  

其中 ijp ， iq 是互异的素数。则
n

EndA Z≅ ⊕ , 2n
AutA C≅ ⊕ 。 

证明：与定理 2.1 类似，知无限 ( )1 ,1ij ip j r i n≤ ≤ ≤ ≤ 高的元是 ijx 的一个有理倍数；无限 iq 高的元是

1

ir

i ij
j

u x
=

= ∑ 的一个有理倍数。再结合同态保持运算的特点以及同构是可逆的不难推出
n

EndA Z≅ ⊕ ，

2n
AutA C≅ ⊕ 。 

定理 2.2 表明，构造的这个 A 可以分解成有限秩不可分解全不变子群的直和。 

一般地，当上述 p 换为素数集合是有类似的结论，与定理 1 对应设
1

n

xii
F Q

=
= ⊕ ，设π 是某些素数的集

合，记 { }i iG x l kxπ = ，其中 k 是一个π -数，即 i

i

n
i

p
k p

π∈

= ∏ ， in ， l Z∈ 。使
i

Gπ 具有无限π -高，有限π ′ -

高， 

1
,1 ,

i ni i
n

G G x i n G xπ π +

 = ≤ ≤  
 
∑  

同上述方法当 1, i j ni j π π π +≠ ⊄  时，
i

Gπ 是全不变的，即任意的无限 π -高元属于
i

Gπ ，此时若记 

iπ π=


，则 2, ,in n
i i i iEndG x l p x AutG Z Zϕϕ ∈ = Π = ⊕ ，特别地，当π = ∅时， 2AutG Z= 。一般地，对于

有多个分块的，对每个块进行讨论。如果一个块连接部分有几部分，记 i kS π=


， kπ  在连接块中出现(等
同于上述的 1nπ + )，当 i j jSπ π⊄  ，同样的结论成立。 
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